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Über 
Sensibilisierung der photochemischen Wirkung 
in Alkalihalogenidkristallen 


Von Arndt-Dieter v. Lüpke 
(Mit 16 Figuren) 


$ 1. Zusammenfassende Übersicht 


Hilsch und Pohl!) haben die photochemische Verfärbung 
der Alkalihalogenidsalze bis ins sichtbare Spektrum hinein 
verfolgen können. Allerdings war die erzielte Konzentration 
des „latenten Bildes“ nur gering. Seine Farbzentren ließen 
sich nur mit einem sehr empfindlichen, der chemischen Ent- 
wicklung noch überlegenen elektrischen Verfahren nachweisen. 
In der Arbeit hieß es: „Die hier auf Umweg über das latente 
Bild zugänglich gewordene winzige Lichtabsorption darf selbst- 
verständlich nicht als eine für die betr. Wellenlänge charakte- 
ristische Materialkonstante betrachtet werden. Der langwellige 
Ausläufer der ultravioletten Absorptionsbande hängt weitgehend 
von individuellen Kristalleigenschaften ab, z. B. Gitterfehlern, 
Mitwirkung von Fremdionen, Temperatur usw.“ Vor Jahres- 
frist haben dann Hilsch und Pohl?) die Alkalihalogenidsalze 
für den Spektralbereich von etwa 180—250 mu durch eine Be- 
handlung mit dem Dampf des Kations „sensibilisieren“ können. 
Nach dieser Behandlung sind die Kristalle im sichtbaren 
Spektralbereich unverändert klar durchsichtig, im ultravioletten 
hingegen haben sie eine neue, kurz mit dem Buchstaben U be- 
zeichnete Bande. Bei der Lichtabsorption in dieser U-Bande 
konnten über 10!’ Farbzentren im Kubikzentimeter erreicht 
werden. Als Bedingung für das Auftreten der U-Bande haben 
Hilsch und Pohl sogleich einen stöchiometrischen Überschuß 
des Alkalimetalles gegenüber den Halogenanionen angegeben. 


1) R. Hilsch u. R. W. Pohl, Ztschr. f. Phys. 68. S. 721. 1931. 
2) R. Hilsch u. R. W. Pohl, Gött. Nachr. Math.-Phys. Kl. 8. 322. 
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Später haben sie dann gezeigt), daß die Träger der U-Bande 
sich wie eine diffusionsfähige Substanz verhalten. 

Die vorliegende Arbeit sollte die Entstehung der U-Bande 
und die Beschaffenheit ihrer Träger näher aufklären. Das war 
der Ausgangspunkt. Die erzielten Ergebnisse finden sich in 
folgender Zusammenfassung: 

1. Man kann Kristalle mit einer U-Bande auch nach 
einem elektrischen Verfahren erhalten (Fig. 1. Man stellt 
den Kristall in bekannter Weise aus der Schmelze her und 
läßt gleichzeitig vom Kühler aus eine Elektronenwolke in den 
Kristall eintreten. Wahrscheinlich vereinigen sich die Elek- 
tronen an der Grenze von Kristall und Schmelze mit Kalium- 
ionen. So kann neutrales Kalium (Moleküle) entstehen und 
in dem wachsenden Kristall eingebaut werden. 

2. Bei einer Elektroneneinwanderung im elektrischen Felde 
in fertige Kristalle erzielt man zwar meistens eine schwache 
U-Bande. Aber nur hin und wieder bekommt man brauchbare 
Absorptionskonstanten in der Größenordnung einiger mm! 
(Fig. 3). Die für solch positiven Ausfall des Versuches zu er- 
füllende Nebenbedingung hat sich trotz vielen Suchens nicht 
auffinden lassen. Bei diesen vergeblichen Versuchen wurde 
vor allem der Einfluß willkürlicher Fremdzusätze zu den 
Schmelzflußkristallen untersucht. 

3. Solche Kristalle mit Fremdzusätzen ergaben zum Teil 
eine geringe photochemische Sensibilisierung. Die Absorptions- 
spektra der Fremdzusätze wurden durch die Bildung der 
Farbzentren in unübersichtlicher Weise verändert. Beispiele 
finden sich in Fig. 12. 

4. Durch Elektroneneinwanderung im elektrischen Felde 
kann man in Kristallen mit Fremdzusätzen sehr ergiebige 
photochemische Elektronenquellen herstellen. Die Fremd- 
moleküle (oder ihre Umgebung) vermögen als ausgezeichnete 
Gitterplätze die einwandernden Elektronen anzulagern und im 
Licht in umkehrbarer Weise abzugeben. So kann man in 
KCl-Kristallen mit einem Zusatz von Nitrationen schon im 
Sonnenlicht über 1017 Farbzentren pro cm? erhalten (Fig. 14). 

5. Die Anlagerung der Elektronen an ausgezeichneten 
Gitterplätzen tritt bei elektrischen und optischen Beobach- 
tungen der Elektroneneinwanderung deutlich in Erscheinung. 
Sie erschweren die Elektronenleitung in den Alkalisalzen er- 
heblich. Diese für die Aufklärung des Leitungsvorganges wich- 
tige Tatsache wird im § 4 ausführlich erläutert. 


1) R. Hilseh u. R. W. Pohl, Gött. Nachr. Math.-Phys. Kl. S. 406. 
1933. 
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6. Für die Entstehung der U-Bande scheinen auch nach 
den Versuchen dieser Arbeit keine Fremdmoleküle, sondern 
nur ein stöchiometrischer Überschuß des Kationenmetalles er- 
forderlich zu sein. 

7. Die an sich schon bekannte Abhängigkeit der U- 
Bande von der Temperatur wurde weiter untersucht. 


§ 2. Elektrische Herstellung der U-Bande im wachsenden Kristall 


Der Kristall wurde in bekannter Weise aus dem Schmelz- 
fluß hergestellt‘. Die Schmelze befand sich in einem Por- 
zellantiegel. Zunächst ließ man eine flache Kristallscheibe von 
etwa lcm Dicke wachsen. Auf diese wurde unweit des 
Kühlers eine Metallspitze (Platindraht oder Grammophonnadel) 
als elektronenliefernde Kathode aufgesetzt?). Die Stromdichte 
wurde durch einen Vorwiderstand auf etwa 5-10=* Amp./cm? 
begrenzt. Als Anode ge- 


nügte ein um den Tiegel „ mw 20 220 240 260my 
geschlungener Chromnickel- 
draht. x 
Der fertige Kristall war N KCI 
durch Farbzentren tief ver- x 4 
färbt und undurchsichtig. 
Eine Spaltfläche zeigte das fer 
gleiche Aussehen wie die 2 
Randstücke eines Kristalles _ 
nach Einwirkung des heißen 
Metalldampfes: Man sah 
eine milchige, von zahllosen 0 > 
winzigen Bläschen herrüh- d 
rende Trübung®). Die Farb- Fig. 1. Im wachsenden Kristall 
t durch Elektroneneinwanderung 
zeniren wurden Im elekiri- hergestellte U-Bande 


schen Ofen aus dem Kristall 

herausgedampft. Dann blieb in dem vorher milchigen Kristall- 
gebiet nur die U-Bande erhalten. Die Fig. 1 gibt ein Beispiel. 
Sie ist, wie alle weiteren Absorptionskurven dieser Arbeit, in 
üblicher Weise lichtelektrisch mit einem Monochromator mit 
doppelter spektraler Zerlegung ausgemessen worden. Für 


1) Beschreibungen vgl. bei S. Kyropoulos, Ztschr. f. anorg. u. 
allg. Chem. 154. S. 308. 1926 und K. Korth, Ztschr. f. Phys. 84. S. 678. 
1933. 

2) O. Stasiw, vgl. R.W. Pohl, Naturw. 20. S. 934. 1932. 

3) R. Hilsch u. R. W. Pohl, Gött. Nach.Math.- Phys. Kl. S. 414. 
1933. Fig. 3. 
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weitere, in wachsenden KCl-Kristallen hergestellte U-Banden 
fand ich die in Tab. 1 folgenden Daten. 


Tabelle 1 
Lage des Maximums........ 215 | 214 | 213 | 215 | 213 mu 
Höchstwert der Absorptions- | | 
ee 1,5 3,1 3,4 5,6 | 4,8 mm”! 
Halbwertsbreite der Bande.. 0,61 | 0,62 | 0,60 | 0,53 | 0,60 e-Volt 


Demnach lassen sich in KCl-Kristallen Absorptionskonstanten 
bis zu 5 mm”! erreichen. In KBr-Kristallen waren die erziel- 
baren Absorptionskonstanten kleiner. In diesen Salzen wird 
schon ein namhafter Bruchteil der U-Zentren durch thermische 
Anregung in F-Zentren verwandelt, und als solche werden sie 
vom elektrischen Felde aus dem Kristall herausgezogen. 

Die U-Zentren entstehen beim Wachsen des Kristalls an 
der Grenze zwischen Kristall und Schmelze. Das kann man 
durch Unterbrechen oder vorübergehendes Schwächen des 
Elektronenstromes zeigen. Die U-Zentren scheiden sich dann 
in ,Jahresringen* ab. Die U-Zentren entstehen anscheinend 
bei der Vereinigung der positiven Kaliumionen aus der Schmelze 
mit den entgegenkommenden Elektronen. Die als Farbzentren 
wandernden Elektronen sind wesentlich. Das zeigte ein Leer- 
versuch. Ein elektrolytischer Strom allein erzeugte im 
wachsenden Kristall keine U-Zentren. Die Herstellung der 
U-Bande auf elektrischem Wege hat vor der thermischen 
Herstellung im Metalldampf einen Vorteil: Sie erlaubt es, 
dickere Kristallstücke gleichmäßig mit U-Zentren anzufüllen. 


§ 3. Elektrische Herstellung der U-Bande in fertigen Kristallen 


Die Kristalle wurden zwischen einer spitzen Kathode und 
einer flachen Anode in einen elektrischen Röhrenofen gebracht 
und von der Kathode aus mit einer Farbzentrenwolke tief ver- 
färbt. Alsdann wurden die Farbzentren mit dem umgekehrten 
Felde herausgezogen und das Absorptionsspektrum ausgemessen. 
Die entstandene U-Bande hatte im Maximum meist nur eine 
Absorptionskonstante von einigen Zehnteln mm! (Beispiele in 
Fig. 2). Einige Kristalle hingegen ergaben ohne erkennbaren 
Grund Absorptionskonstanten bis zu mehreren mm! (Fig. 3). 
Die Kristalle waren vor der Elektroneneinwanderung auf ihre 
spektrale Reinheit untersucht worden. Die Absorptionskonstanten 
der kleinen Beimengungen (in Fig. 3 hauptsächlich K,CO,) 
überstiegen im Spektralgebiet zwischen 200 und 250 mu nirgends 
den Wert 0,3 mm! (vgl. Fig. 2b und 3). 
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Die nach dem elektrischen Verfahren mit U-Zentren ver- 
sehenen Kristalle verhalten sich photochemisch nicht anders 


20 220 240 260200 220 240 260 BOm 


a, 


6 5 6 5 eVolt 


Fig. 2. Im fertigen Kristall durch Elektroneneinwanderung hergestellte 
U-Banden. Bei KBr stellt die untere Kurve die Absorption des Kristalls 
vor der Einwanderung der Elektronen dar 


200 400 500 600 mu 
S215 mu 
6 U nach Erhitzung 
4 AN x Verunreinigungen 
S 4 i 
A\ 
& 
= 0 bx x. — N \ 


6 5 3 2 e-Volt 


Fig. 3. Photochemischer Abbau der U-Bande und Aufbau der F-Bande 

in einem KCI-Kristall. Die untere, mit x dargestellte Kurve zeigt eine 

Fremdabsorption des Kristalls vor der Herstellung der U-Bande. Sie 
rührt größtenteils von geringen Beimengungen von K,CO, her 


als die mit heißem Metalldampf behandelten. Es sind folgende 
Punkte zu erwähnen: 

1. Lichtabsorption in der U-Bande verwandelt die U- 
Zentren in Farbzentren. 

2. Bei nachfolgender Erwärmung verschwinden die Farb- 
zentren, und die U-Bande erscheint wieder in ihrer ursprüng- 
lichen Höhe. Die Fig. 3 gibt ein Beispiel für einen KCl-Kristall. 
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3. Die so photochemisch gebildeten Farbzentren lassen sich 
mit einem elektrischen Felde aus dem Kristall herausziehen '). 

4. Man kann die U-Zentren dann nicht durch eine Elek- 
troneneinwanderung aus einer geeigneten Kathode wieder- 
herstellen ?). 

$4. Optische und elektrische 

Beobachtungen während der Herstellung der U-Bande 

Nach dem Inhalt der $$2 und 3 lassen sich die U-Banden 
in Kristallen durch Einwanderung von Elektronen im elektrischen 
Felde herstellen. In wachsenden KCl-Kristallen erhält man 
stets U-Banden mit hohen Absorptionskonstanten. In fertigen 
Kristallen erhält man diese nur als Zufallstreffer. Gelegentlich 
fehlen sie ganz, z. B. in sehr reinem natürlichen Steinsalz. 
Trotzdem ist die Verwendung fertiger Kristalle nützlich: Sie läßt 
die Ausbildung der U-Bande im Kristall optisch und elektrisch 
verfolgen. Bei den optischen Beobachtungen sieht man die 
räumliche Ausbreitung der U-Zentrenwolke und der Farbzentren- 
wolke. Aus den elektrischen Beobachtungen entnimmt man 
die gleichzeitig stattfindenden Elektrizitätsbewegungen. 
Matt- Uran- Kristall 
Glas glas im elektr Ofen 


Fig. 4. Versuchsanordnung zur gleichzeitigen Beobachtung der riiumlichen 
Verteilung der U-Zentren und der F-Zentren in Kristallen 


Die benutzte Versuchsanordnung ist in Fig. 4 skizziert. Der 
Kristall befindet sich wieder zwischen einer spitzen Kathode 
und einer flachen Anode im Innern einer elektrischen Röhren- 
ofens. Er wird mit zwei verschiedenen monochromatischen 
Strahlungen abgebildet. Die erste Strahlung hat die Wellen- 
länge des Maximums der U-Bande hei der Beobachtungs- 
temperatur (meist A = 226my, Cd-Linie). Sie bildet den Kristall 
auf einem Uranglase ab. Die zweite monochromatische Strahlung 


1) Vgl. R. Hilsch u. R. W. Pohl, Gött. Nachr. Math.-Phys. Kl., 
S. 409. 1933. 
2) Ebenda, S. 410. 
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wird dem Bereich der Farbzentrenbande entnommen und bildet 
(nach Durchsetzen des Uranglases) den Kristall auf einer Matt- 
scheibe ab. Die beiden Bildebenen sind durch die chromatische 
Differenz der Brennweiten etwa 20 cm voneinander entfernt. 
Uranglas und Mattscheibe lassen sich durch einen Handgriff 
mit photographischen Platten vertauschen. Auf dem Uranglase 
sieht man dunkel auf hellem Grunde die räumliche Verteilung 
der U-Zentren, auf dem Mattglas ebenso die der Farbzentren. 
Der den Kristall durchfließende Strom wird mit einem un- 
empfindlichen Galvanometer photographisch registriert. So 
erhält man die insgesamt geflossene Elektrizitätsmenge. 

Die Einwanderung der Elektronen kann, wie bekannt, 
nicht ohne einen elektrolytischen Ladungsausgleich vor sich 
gehen. Die elektrolytische Leitung verläuft bei hohen Tem- 
peraturen einfacher als bei tiefen. Denn bei tiefen Temperaturen 
überlagert sich der materialeigenen 
Leitfähigkeit des Kristalls der ver- 
wickelte Vorgang der Störleitung!). 
Deswegen beginnt man bei der Dar- 
stellung der Beobachtungen zweck- 
mäßig mit hohen Temperaturen. Als 
Beispiel ist KCl gewählt. 

Bei etwa 700° sieht man die 
U-Zentrenwolke und die Farb- 
zentrenwolke mit gleichen Umrissen U F 
von der spitzen Kathode zur flachen Fir. 5. Gleichzeitiges Vor- 
Anode vorrücken (Lichtbilder in Fig. 5). dee U- 
Die Registrierung des Stromes zeigt bei hoher Temperatur (700°). 
den in Fig. 6 dargestellten Verlauf. Photographisches Positiv 
Die Spannung wird im Zeitpunkt 
Null angelegt. Der Strom setzt mit einem endlichen Wert ein, 
es ist der elektrolytische Strom. Dann folgt der Anstieg durch 
die eindringenden Elektronen (Fläche A). Kurz vor der Ankunft 
der Wolke an der Anode wird die Feldrichtung umgekehrt. 
Dann beobachtet man die schraffierte Stromzacke B, und gleich- 
zeitig sieht man Farbzentren zur spitzen (jetzt positiven) Klek- 
trode zurücklaufen. Die Stromzeitfliche B beträgt nur etwa 
60°/, der Fläche A. Also müssen 40°/, der eingewanderten 
Elektronen im Kristall unbeweglich als U-Zentren festgelegt sein. 

Für diese Festlegung der Elektronen als U-Zentren steht 
im Kristall nur eine begrenzte Anzahl geeigneter Plätze zur 


1) Zahlenbeispiele für die Alkalihalogenide finden sich bei 
W. Lehfeldt, Ztschr. f. Phys. 85. S. 717. 1933. 
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Verfügung. Das ergibt sich aus den beiden folgenden Beob- 
achtungen: 

1. Die Absorption der U-Bande oder die Konzentration 
ihrer Zentren nimmt oft auch nach der Ankunft der Wolke 
an der Anode noch zu. Sie überschreitet aber bei Kristall- 
stücken gleicher Herkunft nicht einen von der Temperatur un- 
abhängigen Höchstwert!). Zahlenbeispiele finden sich in Tab. 2. 


Tabelle 2 
Temperatur 
bei der Elektroneneinwanderung 400 450 500 550°C 
Bei Zimmertemperatur gemessene 
Absorptionskonstante im Maximum 0,46 0,41 0,43 0,39 mm! 


+ 6 -4 
61 10“Amp 170°* Amp 
A A 
27 21 
0 
2 27 
4 4 8 4- B 
0 10 20sek 0 10 20 sek 


Fig. 6. Stromzeitkurve bei der Fig. 7. Wiederholung desselben 
Elektroneneinwanderung in einem Versuchs an demselben Kristall, 
KCl-Kristall. Oben Einwanderung nachdem alle U-Zentrenplätze be- 
unter teilweiser Bildung von U- setzt waren. Die Flächen A und B 
Zentren, unten Auswanderung der sind gleich groß 
F-Zentren. Fläche A > Fläche B 


2. Nach Erreichung dieses optischen Endwertes beobachtet 
man auch elektrisch keine Festlegung weiterer Elektronen. 
An Stelle der Stromzeitkurve der Fig. 6 tritt die der Fig. 7. 
Die Elektronen beginnen im Zeitpunkt Null in einen schon 
voll mit U-Zentren besetzten Kristall einzuwandern. Diesmal 
findet man die Stromzacke A und B gleich groß: Bei Feld- 
umkehr laufen ebenso viele Elektronen aus dem Kristall her- 
aus wie vorher hinein. Alle Elektronen sind als Farbzentren 
beweglich geblieben. 


1) Abgesehen von der bei höheren Temperaturen einsetzenden 
thermischen Anregung (Verwandlung von U- in F-Zentren). 
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Diese anfängliche Festlegung von Elektronen als U- 
Zentren und die begrenzte Zahl dafür geeigneter Plätze macht 
die Beobachtungen über die Geschwindigkeit der Elektronen- 
wolken verständlich: 

1. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der U-Zentrenwolke 

im Einheitsfelde bleibt stark hinter der normalen Beweglich- 
keit der F-Zentren zurück. 
Das zeigt die Fig.8. Die Meß- the 
punkte streuen stark, denn die 
einzelnen Kristallstiicke ver- 
schiedener Herkunft besitzen 
verschieden viele zur Elek- 
tronenanlagerung geeignete 
Plätze. 

2. Bei Beginn der Elek- 
troneneinwanderung (Licht- 
bilder in Fig. 5) rücken die 
Farbzentren nicht schneller 
vor als die U-Zentren. Das °° 
beruht auf starken Verlusten 
„an der Front“. Ist aber der 007 
Kristall voll mit U-Zentren "400 50 600 700° 
aufgefüllt, so erhält man die Tormperatur 
normalen, von Stasiw') und Fig. 8. Die Wolke der U-Zentren 
Smakula?) gemessenen Be- breitet sich langsamer im Kristall 
weglichkeiten der Farbzentren. aus, als der Beweglichkeit der 

Bei etwa 600° wird infolge F-Zentren entspricht 
der geringeren Elektronen- 
zufuhr ein größerer Bruchteil der Elektronen als U-Zentren 
festgelegt. Das zeigt Fig. 9. In diesem Falle wurde der bei 
Fig. 6 beschriebene Versuch zweimal nacheinander ausgeführt, 
die Zacken A und 4’ entsprechen der Einwanderung der Elek- 
tronen, die Zacken B und B’ der Rückwanderung der F-Zentren 
im umgekehrten Felde. Die Differenz der Stromzeitflächen 
A—B + A’—B’ ergibt eine Elektrizitätsmenge von 2,8- 10” 
Amp.Sek, oder 1,8.10'° Elektronen. Die Konzentration der 
U-Zentren in dem Kristall von 0,12 cm? Volumen betrug also 
1,5-10'* pro em??). Dem entspricht bei Zimmertemperatur eine 


| 
F-Zentren 


im Felde 
= 


4. 


Geschwindigkeit der Zentren 


1) S. Stasiw, Gött. Nachr. Math.-Phys. Kl. 387. 1933. 

2) A. Smakula, ebenda 55. 1934. 

3) Anmerkung: 1 em* KCl enthält 1,62. 10? Moleküle. Es entfällt 
also 1 U-Zentrum auf rund 10° Moleküle. Das ist die Größenordnung 
des Gehaltes an Fremdmolekülen in „reinen“ Kristallen. 
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maximale Absorptionskonstante k = 0,35 mm”!). Die optische 
Ausmessung ergab 0,24 mm”, also die gleiche Größenordnung. 

Bei Temperaturen unter 600° gelangt man ins Gebiet der 
Störleitung mit den ungleichmäßigen, teilweise sehr hohen 
Elektronengeschwindigkeiten?. Die schnellen Elektronen 


3 | 610° 


2: AA 29: 10 "mpsak A 17:10 "Armpsek 
LiL 
1 
q 
08-10*Ampsek 100 Umpser 


0 10 20 30 sek 


Fig. 9. Registrierte Stromzeitkurve bei langsamer Besetzung der U-Plätze 

in einem KCl-Kristall. Die Flächen A und A’ entsprechen der Ein- 

wanderung, die Flächen B und B’ der Auswanderung der Elektronen. 
Es ist A>B,4’>PB 


schießen schon durch den ganzen Kristall hindurch, bevor 
ein nennenswerter Betrag von U-Zentren gebildet ist. Das 
erschwert sowohl die elektrische wie die optische Beobachtung 
der Vorgänge. Bei der elektrischen kann man die in Figg. 6 
und 9 skizzierte Stromzeitkurve nur noch qualitativ richtig 
erhalten. Man kann nicht verhindern, daß ein großer Teil 
der Farbzentren in die Anode eintritt. Infolgedessen mißt 
man die Stromzeitfläche A zu groß. Die optischen Beob- 
achtungen werden erschwert, weil man die Farbzentren nicht 
mehr sehen kann, sondern nur noch die langsame Ausbreitung 
der U-Zentrenwolke. Ihre Vorderfront zeigt meistens Aus- 
buchtungen und Vorsprünge. In Fig. 10 ist das Vorrücken 
einer solchen U-Zentrenwolke in vier verschiedenen Stadien 
photographiert. Die Auffüllung des ganzen Kristalls mit 
U-Zentren erfolgt sehr langsam, erreicht aber schließlich den 


1) Die zur Berechnung benutzte Formel findet sich bei R. Hilsch 
u. W. Pohl, Ztschr. f. Phys. 68. S. 734. 1931. 
2) O. Stasiw, a.a. O. 
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gleichen Grenzwert wie bei hohen Temperaturen. Die Beob- 
achtungen bei tiefen Temperaturen bringen demnach für die 


Fig. 10. Ausbreitung der U-Zentrenwolke bei tiefer Temperatur (450°). 
(Photographisches Positiv. Der linke Bildrand ist durch einen Fehler 
bei der Belichtung verdunkelt.) Farbzentren waren nicht zu sehen. 
In den weiteren Stadien wird der ganze Kristall 
gleichförmig undurchsichtig 


Anlagerung der Elektronen als U-Zentren nichts Neues. Sie 
können aber für die Untersuchung der Störleitung nützlich 
werden. 


§ 5. Welche Bedingungen ermöglichen die Anlagerung 

von Elektronen innerhalb des Kristalls? 

Diese Frage habe ich außer durch verschiedene Wärme- 
behandlung der Kristalle durch Beimengung verschiedener Zu- 
sätze zu klären versucht. Eine Reihe dieser Versuche wird 
im folgenden beschrieben. 

1. Durch Zusätze von sauerstoffhaltigen Molekülen, z. B. 
kK,O, KOH, K,CO,, KNO, ergaben sich im KCl die in Fig. 11 
dargestellten Absorptionsbanden!. Die Unterschiede dieser 
Banden sind gering. 

2. Die vom Nitratzusatz herrührenden, schon von Sma- 
kula?) beobachteten Banden lassen sich photochemisch nicht 
verändern. 

3. Bei den Banden der übrigen Zusätze führt die Licht- 
absorption zu einer geringen und umkehrbaren Farbzentren- 
bildung. Wahrscheinlich werden schon bei der Herstellung 
des Kristalls aus der Schmelze einige leicht abtrennbare Elek- 
tronen angelagert. Die Fig. 12 gibt ein Beispiel für einen 
KCl-Kristall mit K,O-Zusatz. Die Einstrahlung ultravioletten 
Lichtes führt hier nicht zu einem einheitlichen Abbau der 


1) Bei Einstrahlung einer Wellenlänge um 250 mu zeigen Kristalle 
mit den drei erstgenannten Zusätzen eine starke Fluoreszenz. Ich habe 
6 Banden im ungefähren Abstand von 0,12 e-Volt im Taschenspektro- 
meter erkennen können. 

2) A.Smakula, Ztschr. f. Phys. 45. 8. 9. 1927. 
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Absorptionsbande, sondern verändert die Gestalt, die Bande 
wird beiderseits erweitert. 

4. In Kristalle mit derartigen Zusätzen habe ich dann 
nachträglich Elektronen einwandern lassen, um sie an den 
Zusätzen anzulagern. Diese Anlagerung führt zu einer Er- 

höhung der vorhande- 
20 20 240 20 220 240m nen und zur Bildung 


neuer Absorptionsban- 


KCl den’). Beispiele findet 
f +0» Fü \ non man in Figg. 13 und 


AG» 14. Bei einem Zusatz 
von NO, (Fig. 14) tritt 
die genannte Erschei- 

\ \ nung am stärksten 


hervor. 
5. Die so nach- 


triglich angelagerten 
\ KCl Fi KCl Elektronen lassen sich 
00, 7 teilweise durch Licht 
/ / umkehrbar abtrennen 
und in Farbzentren 
\ verwandeln. In Fig. 14 

beispielsweise ver- 
schwindet bei Einstrah- 
6 5 6 evolt 5 Jung von ultraviolettem 
bee Licht die schraffierte 

ris n mı einen imengungen 3 
von KCH Ionen. Die Absorptionsfläche, und 
fluß zugesetzten Beimengungen hatten die statt ihrer entstehen 
Größenordnung 0,1 Mol-Prozent die Farbzentren mit 
der rechts gelegenen 
Absorptionsbande F. Bei diesen Versuchen erwies sich noch 
die Wellenlänge 313 ma als gut photochemisch wirksam. Der 
Kristall war für Sonnenlicht sensibilisiert, und ich konnte im 
Sonnenlicht Farbzentrendichten von mehr als 101” Zentren/cm? 
erreichen. 

6. Die hier photochemisch gebildeten Farbzentren ließen 
sich auch bei andauernder Ultravioletteinstrahlung elektrisch 
nicht aus dem Kristall herausziehen. Dadurch unterscheiden 


Absorptionskonstante 


1) Dieser Vorgang schreitet sehr langsam im Kristall vorwärts. 
Seine Geschwindigkeit ist um so geringer, je größer der Gehalt an Fremd- 
beimengungen ist. Die durch die Anlagerung entstehenden Produkte 
sind bei hohen Konzentrationen der Beimengungen schon an einer Gelb- 
färbung zu erkennen. Man vergleiche dazu M. Blau, Gött. Nachr. 
Math.-Phys. Kl. 401. 1933. 
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sie sich wesentlich von den aus U-Zentren photochemisch ge- 
bildeten Farbzentren. 

Die U-Zentren nehmen als Elektronenquelle nach wie 
vor eine Sonderstellung ein. Ihre Bildung ist auch nach den 
Versuchen dieser Arbeit nicht an die Anwesenheit bestimmter, 


200 300 400 500 600mu 
KCl +K,0 
5 Fig. 12 
/ 
s KCl + KOH 
> nach Elektronen -Einwanderung 
§2|4 Fig. 13 
/ 
4 er | 
N 
: 10 Ber Ni 
KCl + 01% KNO, 
nach Elektronen-Einwanderung 
| A Fig. 14 
\ 
0 = N 


6 5 + 3 2 eVolt 


Fig. 12—14. Photochemische Anderungen in Kristallen mit Fremdzusatz 
(Mol-Prozente). 

x unbehandelter Kristall, © Kristall nach Elektroneneinwanderung, 

e nach Einstrahlung photochemisch wirksamen Lichtes. Der Pfeil 

bezeichnet die benutzte Wellenlänge, A nach Ausheizen 
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zur Elektronenanlagerung geeigneter Moleküle geknüpft. Die 
U-Zentren scheinen aus neutralem, irgendwie im Gitter ein- 
gebautem Alkalimetall zu bestehen. 


§ 6. Der Einfluß der Temperatur auf Lage und Gestalt 
der U-Banden 


ist zwar schon grundsätzlich klargestellt worden. Man braucht 
aber für photochemische Untersuchungen bei verschiedenen 


200 220 240 220 240 260mp 
225 my KBr 
213 x = 160° 
x |* x = 185° _ 
KCl * 20° 27% my g0° 
+ *760° ° + 20° 
|” 


Absorptionskonstante 
? 
— 
2 


65 6 55 5 55 45 evolt 
Fig. 15. Fig. 16. 
Die U-Bande in KCl und KBr bei verschiedenen Temperaturen 


Temperaturen weitere Zahlen über den Einfluß der Temperatur 
auf die U-Bande. Ich habe derartige Messungen ausgeführt 
und stelle ihre Ergebnisse in den Figg. 15 und 16 zusammen. 


Herrn Professor Pohl danke ich herzlich für die An- 
regung zu dieser Arbeit und ihre dauernde Förderung. Ebenso 
danke ich Herrn Dr. Hilsch und Herrn Dr. Mollwo für wert- 
volle Ratschläge. 


Göttingen, I. Physikalisches Institut der Universität, 
Juni 1934. 


(Eingegangen 4. August 1934) 
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Unähnliche Abbildung durch einen Kreisring 
Von Ernst Böhme 
(Mit 6 Figuren) 


$1. Einleitung und Aufgabenstellung 


Michelson') hat mit seinem Doppelspalt-Sterninterfero- 
meter als erster ein Verfahren angegeben, das erlaubt, über 
die Grenze des klassischen Auflösungsvermögens hinaus Schlüsse 
auf die Größe eines Objektes von sehr kleiner Winkelgröße, 
zunächst eines Sternes, zu ziehen. Er benutzte die Tatsache, 
daß die Interferenzstreifen in der Brennebene des Fernrohres, 
vor dessen Objektiv sich der Doppelspalt befindet, verschwin- 
den, wenn eine bestimmte Beziehung zwischen Objektgröße 
und Abstand der beiden Spalte hergestellt wird. Michelson 
[und gleichzeitig Fabry?)] benutzen als ein Maß für die Sicht- 
barkeit einer beliebigen Interferenzfigur den Ausdruck 


Tmax — 


Imax t min 

wo Jmax und Jyin die Intensitäten bei endlichem Objekt an 
den Stellen maximaler und minimaler Intensität bei punkt- 
förmigem Objekt bedeuten. Michelsons Einstellkriterium ist 
also V=0. Seitdem ist eine große Zahl von Arbeiten über 
das Doppelspaltinterferometer erschienen®), die aber sämtlich 
eine mechanisch zu bewirkende Abstandsänderung der Beu- 
gungsöffnungen zugrunde legen. Nur Pokrowsky*) gab eine 
Anordnung an, bei der die Beugungsöfinungen unverändert 
bleiben und die Sichtbarkeit ausgewertet wird. 


1) A. A. Michelson, Phil. Mag. [5] 30. S. 1. 1890. 

2) Ch. Fabry, Compt. rend. III. S. 600—788. 1890. 

3) Ausführliche Berichte finden sich (bis 1921) bei E. v. Pahlen, 
Naturw. 9. 8.599. 1921 und (bis 1931) F.G. Pease, Erg. d. exakten 
Naturw. 10. S. 84—95. Berlin 1931. 

4) S. J. Pokrowsky, Astron. Nachr. 192. S. 22. 1912; 199. No.4775. 
1914. 
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Ein prinzipieller Fortschritt findet sich erst in einem 
Vortrag, den F. Jentzsch am 15. November 1929 in Jena 
hielt‘), der aber an schwer zugänglicher Stelle erschienen ist. 
Deshalb mögen die wichtigsten Abschnitte hier wiedergegeben 
werden. Jentzsch sagt (S. 153—155): 


Unter „Bild eines Objektes“ muß man ganz allgemein die räumlich 
ausgedehnte Beugungs- oder Interferenzfigur verstehen, zu der es Ver- 
anlassung gibt. Die Veränderung, die das beugende Teilchen in dem 
ursprünglichen Lichtstrom hervorruft, ist bereits eine „Abbildung“ des 
Objektes. In jedem beliebigen Schnitte durch dieses Lichtgewebe findet 
sich eine Helligkeitsverteilung, die charakteristisch für das Objekt ist 
und aus der man, meist allerdings nur mit erheblichen mathematischen 
Schwierigkeiten, alles Wissenswerte über das Objekt ableiten kann. 
Schneidet man das Lichtgewebe durch eine achsensenkrechte Ebene an 
der Stelle, wo nach den Regeln der geometrischen Optik ein Bild des 
Objektes entstehen würde, so werden diese mathematischen Schwierig- 
keiten dort relativ gering. Die dort herrschende Lichtverteilung kann 
man dann als „Bild im engeren Sinne“ bezeichnen. Von „Ähnlichkeit“ 
braucht dabei gar keine Rede zu sein. — — — — — — — — — — 

Hat man nicht ein punktförmiges, sondern ein endlich ausgedehntes 
Objekt, das mikroskopiert werden soll, so überlagern sich die jedem ein- 
zelnen Objektpunkt zugehörenden elementaren Beugungsscheibehen zu 
einer großen komplizierten Beugungsfigur, die eben das Bild des Ob- 
jektes ist. — — — — — —  — — — - — — 
. Ist nun dieses Beugungsbild erheblich gréBer als ein einzelnes 
elementares Beugungsscheibchen, so ergibt sich eine mehr oder minder 
große Ähnlichkeit mit dem Objekt. Die einfachen Beziehungen der 
geometrischen Optik reichen dann aus, um das Bild in geniigender An- 
niherung zu beschreiben. Wir haben dann mit gewissen hier unwesent- 
lichen Einschränkungen eine ähnliche Abbildung. Wenn aber das geo- 
metrische Bild des Objektes kleiner wäre, als der elementare Beugungs- 
bereich wirklich ist, so hat man augenscheinlich im Sinne der Strahlen- 
optik überhaupt kein Bild mehr. Das ist der Fall der Ultramikroskopie. 
Trotzdem ist aber die in der Bildebene auftretende Helligkeitsverteilung 
wellentheoretisch noch durchaus als Abbildung zu bezeichnen. Wir 
wollen sie eine unähnliche Abbildung nennen. — — — — — — — — 

Es läßt sich zeigen, daß sowohl die ähnliche wie die unähnliche 
Abbildung beide auf eine und dieselbe Integralgleichung zurückgeführt 
werden können. Ihr Kern drückt im wesentlichen Eigenschaften des 
abbildenden Systems aus, ist also im großen ganzen bekannt. Um aber 
diese Integralgleichung anwenden zu können, müssen nicht nur der Kern, 
sondern auch Objekt und Bild als Funktion der Koordinaten mathe- 
matisch darstellbar sein. Letzteres ist bisher nur für Objekte von pri- 
mitivster Gestalt möglich, so daß man vorläufig nur in einigen einfachen 
Fällen auch aus der unähnlichen Abbildung ausreichende Rückschlüsse 
auf Form und Größe des Objektes ziehen kann. — — — — — — — 

Will man aus der gemessenen Lichtverteilung die Eigenschaften 
des Teilchens berechnen, so stößt man auf die eigentümliche Schwierig- 
keit, daß dies nicht eindeutig möglich ist. Man kann nur entweder für 
das Teilchen eine bestimmte Form, z. B. Kugelgestalt, voraussetzen, und 
dann die Helligkeitsverteilung auf ihm, d.h. die Stärke seiner Aus- 


1) F. Jentzsch, Ztschr. f. wiss. Mikroskopie 47. S. 145. 1930. 
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strahlung nach verschiedenen Richtungen aus der als Bild beobachteten 
Interferenzfigur berechnen. Oder man kann über das Strahlungsdia- 
gramm bestimmte Voraussetzungen machen, z. B. daß das Teilchen nach 
allen Richtungen hin gleich stark strahlt und dann aus der gemessenen 
Lichtverteilung in der Bildebene die Form des Teilchens berechnen. — 

Ohne aber über das eine oder andere eine Voraussetzung zu 
machen, kommt man nicht aus. Mathematisch gesprochen, man kann 
wohl für eine gewisse Funktion, die Form und Helligkeitsverteilung ent- 
hält, in geschlossener Form experimentelle Werte finden, aber man kann 
sie nicht eindeutig in ihre beiden Bestandteile zerlegen. 

Eine erste Anwendung dieser Gedanken gab K. Kühne‘) 
in seiner Jenaer Dissertation. Es gelang ihm durch Be- 
nutzung eines festen Doppelspaltes und Ausphotometrierung 
der Interferenzbilder die Michelsonsche Grenze experimentell 
um das Fünffache zu unterschreiten. Von ihm wurde auch 
(a. a. O., S. 230) die Vermutung ausgesprochen, daß man noch 
bessere Resultate unter Verwendung einer Kreisringblende er- 
halten würde, die ja als Rotation eines Doppelspaltes auf- 
gefaßt werden kann. Dann würde man durch eine einzige 
Aufnahme und ihre Ausmessung, bzw. Ausphotometrierung 
längs verschiedener Durchmesser auch die Größe des Teilchens 
in den entsprechenden Azimuten und damit überhaupt seine 
Form ermitteln können. 

In vorliegender Arbeit habe ich zunächst experimentell 
bestätigt, daß man in der Tat mit einem bis auf eine schmale 
ringförmige Blende abgedeckten Objektiv ein Beugungsbild er- 
hält, das sich mit der Winkelgröße des Objekts stark ver- 
ändert. Insbesondere verschwinden bei bestimmten Werten 
der Objektgröße die Beugungsringe. Darüber habe ich bereits 
vor 3 Jahren kurz berichtet?). 

Weiter habe ich diese Erscheinung zu einer Meßmethode 
zur Größenbestimmung kleiner Objekte ausgebaut. Dabei kann 
aber aus technischen Gründen [vgl. § 7 Schluß] die Stelle ver- 
schwindender Sichtbarkeit nicht benutzt werden. Vielmehr muß 
man die Lage der Maxima und Minima geometrisch ausmessen 
oder ihre Intensitätsverhältnisse photometrisch bestimmen. Da 
die rechnerische Lösung zu umständlich, bzw. überhaupt undurch- 
führbar ist, mußte man auf eine empirische Eichkurve zurück- 
gehen. Auf diese Weise gelang es mir, das klassische Auf- 
lösungsvermögen um eine Zehnerpotenz zu erweitern. 

Einen Überblick über die Möglichkeiten dieser neuen 
Kreisringmethode gaben Jentzsch und Münster?) bereits vor 
2!/, Jahren. 

1) K. Kühne, Ann. d. Phys. [5] 4. S. 215. 1930. 


2) E. Böhme, Naturw. 19. S. 961. 1931. 
3) F. Jentzsch u. Cl. Münster, Phys. Ztschr. 33. S. 179. 1932. 
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§ 2. Theorie der Beugung am Kreisring 


Die Beugung durch eine kreisringförmige Öffnung für ein 
punktförmiges Objekt wurde zuerst von Airy’) behandelt. 
Wenn auch seine mit Hilfe des Babinetschen Prinzips durch- 
geführte Ableitung nicht unbedenklich ist, so führt doch die 
strengere Behandlung mit der Kirchhoffschen Beugungs- 
formel zu demselben Resultat. 


27 
Wenn k = —-, ferner g, und 9, den äußeren und inneren 


Durchmesser des Kreisrings, r die Koordinate in der Bild- 
ebene bedeuten, und endlich noch g, = #-o, gesetzt wird, wo 
0 < #< 1, so erhält man für die Intensität: 


Akre) _ gs 
kro, kr Qs 

J, ist dabei die Besselsche Funktion erster Ordnung. Fir 

#=0 geht dieser Ausdruck in die altbekannte Formel für 


die beugende Kreisöffnung über. 
Für einen sehr schmalen Kreisring ergibt sich: 


(2) J = const - — 


(1) J = const - o,* | 


2 


wobei wir unter 9 = den „mittleren Kreisringradius“ 


verstehen. J, ist hier die Besselsche Funktion nullter 
Ordnung. 

Um einen Überblick über das Wesentliche der Beugung 
am Kreisring zu geben, sind in Fig. 1 in den beiden ge- 


strichelten Kurven die Funktionen eee und we. für 


o, =6 mm; 0,=5 mm; #=0,83 und in der ausgezogenen Kurve 


die Differenz dieser beiden Funktionen eingezeichnet. Es sind 
also die Amplituden wiedergegeben. Ihr Quadrat gibt die 
Intensität. 

Man erkennt zwei Tatsachen sofort: 

1. Beim Kreisring ist der Durchmesser des mittleren 
Maximums kleiner, die Auflösung also größer als im Fall der 
vollen Kreiséffnung. Das war schon Herschel bekannt. Der 
französische Astronom Andre?) hat sehr eingehende Unter- 
suchungen über diese Steigerung des Auflösungsvermögens 
angestellt. 


1) G. B. Airy, Trans. Cambr. Phil. Soc. 5. S. 283. 1834; deutsch 
in Pogg. Ann. 45. S. 86. 1838. 

) Ch. André, Etude de la diffraction dans les instruments d’optique. 
Ann. de l’&cole normale. Paris 1876. 


ij ‘ E . 
wal 

4 Sti 
a sat 
abe 
a Me 
Hi 
4 
4 
| leu 
4 Pa 
Pu 
= 
on 
a 
= 
Gl. 
ten 
Fl: 
ver 
4 Ob 
her 
gle 
die 
vol 
ren 
‘ Lie 
gun 
inte 
Zts 
vgl. 


- 


E. Böhme. Unähnliche Abbildung durch einen Kreisring 


19 


2. Die Zahl der sichtbaren Ringe wächst, d. h. die Inten- 


sität der höheren Ordnungen 
Maximums zu. Auch dies 
war schon Herschel bekannt; 
Strehl?) sah darin im Gegen- 
satz zu André eine Einschrän- 
kung der Verwendbarkeit des 
Kreisrings, andererseits liegt 
aber gerade hierin die Ver- 
wendbarkeit des Kreisrings für 
Meßzwecke begründet. In dieser 
Hinsicht verhält sich der Kreis- 
ring zum Kreis wie der Doppel- 
spalt zum einfachen Spalt. 
Geht man nun zur Abbil- 
dung eines ausgedehnten selbst- 
leuchtenden Objektes über, so 
liefert offenbar jeder seiner 
Punkte in der Bildebene eine 
Lichtverteilung nach Gl. (1) 
oder (2). Der Anteil, den ein 
bestimmter Punkt P der Bild- 
ebene von einem strahlenden 
Flächenelement des Objektes 
erhält, ist gleich der durch 
Gl. (1) oder (2) gegebenen In- 
tensititsverteilung mal dem 
Flächenelement und dem ent- 
sprechenden Wert der Licht- 
verteilungsfunktion auf dem 
Objekt; die vom ganzen Objekt 
herrührende Helligkeit in P 
gleich dem Integral über 
diesen Ausdruck. Für An- 
schauung und Rechnung ist 


nimmt auf Kosten des mittleren 
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Fig. 1. Zwei Beugungsfunktionen 


mit verschiedenem Argument und 
ihre Differenz 


von Wichtigkeit, daß nach einem von Schwerd?) herrüh- 
renden Hinweis diese Integration über das Objekt in der Bild- 


1) Tabellen der Amplituden, wie sie auftreten, wenn mehrere Zonen 
Licht durchlassen, finden sich in K. Strehl, Die Berechnung der Beu- 
gungsbilder, Programm des Gymnasiums Erlangen 1898. Dort auch ein 


interessantes Fraunhoferzitat. — 


Über die Eigenschaften von Zirkular- 


gittern, die geeignet sind, das Objektiv zu ersetzen, vgl. V. Ronchi, 
Ztschr. f. Phys. 37. S. 732. 1926; 55. S. 717. 1929. 

2) F.M.Schwerd, Die Beugungserscheinungen. Mannheim 1835; 
vgl. auch H. Struve, Wiedemanns Ann. 17. 8. 1008. 1882. 
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ebene vollzogen werden kann: Man darf sich dort die Inten- 
sititsverteilung als massiven Umdrehungskörper mit der Er- 
zeugenden J vorstellen, die Intensität in dem beliebigen 
Punkt P als das Gewicht des Volumens, das ein gerader Zy- 
linder aus dem Umdrehungskörper herausschneidet, dessen 
Grundkurve gleich der Berandung des (hier als gleichmäßig 
strahlend angenommenen) Objektes ist. 

Die Behandlung dieser Integrale macht aber außerordent- 
liche Schwierigkeiten, so daß auf die Weiterführung der 
Theorie verzichtet wurde. 

Um trotzdem einen Überblick über die auftretenden Er- 
scheinungen und ihr Zustandekommen zu haben, wurde graphisch 
integriert. Um dabei ganz von den Voraussetzungen der 
Theorie unabhängig zu sein, wurde die experimentell bestimmte 
Lichtverteilung eines sehr kleinen Objektes (Winkelgröße 0,15”) 
zugrunde gelegt. Wandert man mit einem Spalt von der Breite 
r, —r, über diese Kurve, planimetriert den ausgeschnittenen 


Flächeninhalt und trägt ihn als Ordinate mit der Abszisse ne 


auf, so liefert die Gesamtheit dieser Werte die zu einer Objekt- 
breite r, — r, gehörende Lichtverteilung. Wiederholt man dies 
Verfahren für wachsende r, — r,, so erhält man den gewünschten 
Überblick über die Änderung der Lichtverteilung bei wachsendem 
Objekt in einer Anzahl von Einzelkurven. Da nur über eine 
Schnittkurve des erwähnten Umdrehungskörpers integriert wird, 
liefert dies Verfahren in Anbetracht des erwähnten Satzes von 
Schwerd nur eine Näherung, die aber durch die Überein- 
stimmung mit dem Experiment hinreichend gerechtfertigt ist. 
Es wurde also ein kleines Objekt vom scheinbaren Durch- 
messer 0,15” durch ein Objektiv mit kreisringförmiger Öffnung 
(0, = 6 mm; 9, = 5 mm) abgebildet. Die Beugungserscheinung 
wurde dann durch ein Mikroskop vergrößert und photographisch 
“ aufgenommen. Nachdem diese Aufnahme unter Berücksichtigung 
der allgemeinen Schwärzung mittels des Registrierphotometers 
bei 1:10facher Übersetzung ausgewertet war, wurde die neu- 
gewonnene Kurve, nochmals vergrößert, anf Koordinatenpapier 
gezeichnet und sodann mittels Polarplanimeters integriert. 
Dabei fand sich die Stelle V = V, bei einer Spaltbreite von 
1 cm. Will man die graphisch gewonnene Stelle V = V, in 
Abhängigkeit von den Versuchsparametern wiedergeben, so ist 
folgende Umrechnung nötig: 
Die optische Vergrößerung bis zur Platte betrug: 0,3fach, 
die photometrische 10fach, die geometrische auf Koordinaten- 
papier 4,5fach, im Ganzen also 13,5. 
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Das geometrische Bild B in der Zeichenebene wird also, 
bezeichnet man mit b die wahre ObjektgréBe: B= 13,5 b. 
Es war also die zugehörige wahre Objektgröße: b = 0,741 mm. 

Eine besondere Erwägung erfordert noch das Verhalten 
der Sichtbarkeitsfunktion V beim Kreisring. Wir verstanden 


J. -J 
darunter den Ausdruck V = WO Jmax und Juin die 


max min 
Intensitätswerte an denjenigen Stellen des Beugungsbildes be- 
deuten, an denen bei punktförmigem Objekt die Maxima bzw. 
Minima liegen. Bei der Abbildung durch einen Doppelspalt 
sind diese Abszissen durch die Nullstellen des Arguments der 
Funktion cos? gegeben, die zugehörigen Intensitätsordinaten 
haben in der Mitte der zur Messung benutzten zentralen 
Beugungsordnung denselben Wert; daher nimmt im Moment des 
Verschwindens der Interferenzstreifen V wirklich den Wert Null 
an. Wie man sofort sieht [vgl. Fig. 2c], ist all das beim Kreis- 
ring nicht der Fall, insbesondere entspricht der Stelle des 
Verschwindens der Ringe ein endlicher Wert von V, den wir 
als V, bezeichnen wollen. Im übrigen empfiehlt es sich, 
formal die Definition von V beizubehalten und sie als rein 
empirische Funktion der Objektgröße aufzufassen. 

Die Integralkurven geben im einzelnen folgendes Bild: 

Bei sehr kleinem Objekt ist eine scharf ausgeprägte 
Beugungsfigur zu erkennen. Vergrößert man langsam das 
Objekt, so verschwinden an einer Stelle die Beugungsringe. 
Bei weiterer Objektvergrößerung treten die Maxima bzw. Minima 
wieder auf, ohne daß allerdings die Sichtbarkeit V ihren Aus- 
gangswert wieder erreicht. Außerdem ist ein Lagenwechsel 
der Ringe eingetreten. Ein Minimum in der Mitte bildet sich 
erst bei weiterer Vergrößerung des Objektes aus. (Über die 
experimentelle Nachprüfung vgl. § 5). 


§ 3. Versuchsanordnung 


Als Lichtquelle diente eine Hochdruckquecksilberlampe 
von sehr großer Flachenhelligkeit, die von der Firma 
Schott & Gen., Jena in dankenswerter Weise zur Verfiigung 
gestellt war. Sie wurde durch einen Kondensor mit der 
Brennweite f = 12,5 cm so auf eine Öffnung abgebildet, daß 
diese voll ausgeleuchtet war. Zwischen Spalt und Kondensor 
befand sich ein Monochromatfilter B der Firma Zeiss, das von 
der grünen Quecksilberlinie A = 5461 AE etwa 80°/, durchließ, 
alle anderen Quecksilberlinien aber praktisch vollkommen 
absorbierte. Die so beleuchtete Öffnung diente als Objekt. 
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Das durch dieses Objekt hindurchtretende Licht fiel dann über 
einen oberflächenversilberten Spiegel hinweg auf einen Kreis- 
ring, hinter dem das abbildende System, eine Zeissprotarlinse 
f= 48 em, angeordnet war. Die Länge des Lichtwegs betrug 
(14,56 + 0,01)m. Die Lichtverteilung, die von dieser abbil- 
denden Linse in der Bildebene entworfen wurde, konnte mit 
einem Mikroskop beobachtet werden. Als Beobachtungssystem 
diente ein Zeiss-Mikro-Objektiv f = 35 mm und ein Zeiss- 
okular 2 (alte Bezeichnung). Die Beugungsfigur konnte mit 
einer hinter das Mikroskop gesetzten Horizontalkamera mit 
und ohne Okular photographisch aufgenommen werden. Als 
Objekt wurden Lochblenden oder eine gute Irisblende oder ein 
Präzisionsspalt mit bilateraler Höhen- und Seitenverstellung 
der Firma Winkel-Zeiss, Göttingen, verwandt, bei dem die 
letztere an einer Trommel auf 1 u genau abzulesen war. 

Die Kreisringe wurden auf dreierlei Art hergestellt. 
Anfänglich wurde das abbildende Objektiv selbst versilbert und 
sodann eine ringförmige Zone herausradiert. Um aber Kreis- 
ringe verschiedener Dimensionen untersuchen zu können, 
wurden dann Glasplatten chemisch versilbert und an bestimmten 
Stellen Kreisringe ausradiert. Diese Platten hatten den Nach- 
teil, daß sie oft die ganze Abbilduug durch Reflexe und Inter- 
ferenzen derart verunstalteten, daß man eine Messung nicht 
ausführen konnte. Um diesem Übelstand abzuhelfen, wurden 
die Kreisringe schließlich so hergestellt, daß eine größere 
Messingplatte ausgedreht und der mittlere Kreisschirm an 
vier feinen straffen angelöteten Drähten gut zentriert aufgehängt 
wurde. Die Beugung an den sehr dünnen Aufhängedrähten 
störte in keinem Fall, da die Fransen außerhalb der Ring- 
systeme, die zu messen waren, fielen. Zur Vermeidung von 
Reflexen wurden die Ränder scharf abgedreht. 


§ 4. Prüfung der Theorie für punktförmige Objekte 


Es können sowohl die Lage wie die Intensitätsverhältnisse 
der Maxima nachgeprüft werden. Hierzu müssen wir das 
Argument (kro) der Helligkeitsfunktion (1) oder (2) durch die 
Apparatkonstanten ausdrücken. Für den Fall unserer Anordnung 
ergab sich 

kro = 24-2-0, 
wobei x die vom Durchstoßungspunkt der Symmetrieachse 
gerechnete Koordinate in Millimeter ist. 

Die theoretischen Werte für die Lage der Maxima und 
Minima, sowie die Intensitätsverhältnisse wurden unter Zuhilfe- 
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nahme der Funktionstafeln von Jahnke und Emde durch 
graphische Interpolation bestimmt. Es ergibt sich für 9, = 6 mm 
und g, = 5 mm folgende Tabelle. 


A. Lagen der Maxima und Minima in Millimeter 


nach Gl. 2 mit nach Gl. 2 mit 


nach Gl. 1 = 5,5 mm = 6mm 
in mm in mm inmm 
Min. | x #1,79-10-* = 1,81 - 10”? = 1,67 10"? 
I. Max. 2,92 2,92 2,66 
IL. Min. 4,17 4,17 3,84 
II. Max. 5,34 5,34 4,87 
III. Min. 6,55 6,59 6,01 
III. Max. 7,67 7,71 | 7,10 
B. Intensitätsverhältnisse 
nach Gl. (1) nach Gl. (2) 
0. Max. 
I 7: = 6,12, 
I. Max. 
IL Max. c= 1,98 ; = 1,81 . 


A. Lage der Maxima bzw. Minima 


Die Messungen wurden mit einem kreisförmigen Objekt 
d = 150 u + 10 u vorgenommen bei einem Lichtweg von 14,56 m. 
Das entspricht einem Winkel von rund 2,12”. Das zum Ab- 
bilden der Beugungserscheinung verwandte Mikroskop ver- 
größerte 8,6fach. Die Übersetzung beim Photometer war 
wieder 1:10. Wegen des starken Intensitätsabfalls von der 
mittleren Scheibe (0. Max.) bis zu den nächsten Ringen wurden 
die Messungen nur am ersten und zweiten Maximum bzw. 
Minimum ausgeführt. 

Die durch einen Kreisring mit den Radien o, = 6 mm 
und 0, = 5 mm erzeugten Beugungsringe wurden einmal visuell 
mittels Meßokular ausgemessen, ferner photographisch mit 
Auswertung durch das Registrierphotometer. Benutzt man bei 
diesen Beugungsmessungen nur ein Meßokular, so macht man 
bei der Messung an kleinen Öffnungen einen Fehler, der sich 
beim Vergleich mit dem durch das Photometer gewonnenen 
Ergebnis als ziemlich bedeutend herausstellt. Dieser Fehler 
hat seinen Grund in folgendem: 


Da der Durchmesser eines. Beugungsringes umgekehrt 
proportional der Öffnung des beugenden Systems ist, sind bei 
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verhältnismäßig kleinen Öffnungen große Ringe auszumessen. 
Und hier macht sich der Unterschied in der Einstellung auf 
den optischen Schwerpunkt oder die Lage des betreffenden 
Maximums bzw. Minimums infolge der unsymmetrischen !) Lage 
der Nullstellen der Besselfunktionen deutlich bemerkbar. 
Optischer Schwerpunkt und Max. bzw. Min. sind in einem 
solchen Falle vollständig nur mittels Registrierphotometers zu 
trennen. Rücken bei größeren Öffnungen dagegen die Ringe 
sehr zusammen, so nähern sich auch diese beiden Einstellungen; 
dafür wird allerdings der prozentuale Fehler, der noch von der 
Dicke des Mikrometerfadens abhängt, größer. 
Die Messungen ergaben: 


exp, exp. “theor. “theor. 
aus Photogramm, mit MeBokular | aus Gl. (1) | aus Gl. (2) 
in mm in mm inmm | inmm 
I. Min. 1,80.10? | 1,7510 1,79.1072 1,81-10—? 
I. Max. 2,91 | 2,80 2,92 2,92 
II. Min. 4,32 | 4,37 4,17 4,17 
II. Max. 5,45 | Bb 5,34 5,34 


Die für visuelle Beobachtung angegebenen Zahlen sind 
aus je 10 Messungen gemittelt. Wie man sieht, ist die Über- 
einstimmung zwischen Experiment und Theorie befriedigend. 

Um zu untersuchen, ob sich die Übereinstimmung mit der 
Theorie bei sehr kleinem Kreisring änderte, wurden die Dimen- 
sionen des bisher benutzten Kreisrings auf das Zehnfache 
herabgesetzt. Die Offnung des neuen Kreisrings betrug 1,2 mm. 
Er besaß einen Schirmdurchmesser von 1,0 mm. Der Kreis- 
ringradius war also 0,55 mm. Da die Intensitäten an diesem 
Kreisring bei praktisch punktförmigem Objekt so gering waren, 
daß eine visuelle Beobachtung nicht in Frage kam, konnte 
hier nur photographisch gearbeitet werden (Belichtungszeit 
20 Std.. Die Aufnahmen wurden wieder mittels Registrier- 
photometers ausgewertet. Wegen der sehr langen Belichtungs- 
dauer, bei der die Flächenhelle der Lampe dauernd abnahm, 
konnten zwar keine genauen Intensitätsmessungen gemacht 
werden, doch ergab die Ausmessung der Lage der Maxima: 


| Lexp. in mm | ee in mm 
ER | 0,296 0,292 
0,528 0,534 


1) Man vgl. die Tab. 4 im Hdb. d. Physik 21. 8. 937. 1929 (Artikel 
Jentzsch). 
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Die Übereinstimmung ist also im wesentlichen dieselbe 
geblieben. Die theoretischen Werte nach Gl. (1) sind hier von 
denen nach Gl. (2) kaum verschieden. 

Ein Satz von Lommel’) besagt: 

„Bei schmaler ringförmiger Öffnung treten Maxima an den 
Stellen auf, wo bei voller Öffnung die dunklen Ringe erscheinen“. 
Um diese Aussage zu prüfen, wurden unter denselben Ver- 
suchsbedingungen auch Beugungsaufnahmen an einer vollen Kreis- 
öffnung von 9 = 6 mm gemacht. Es ergab sich experimentell: 


Volle Öffnung in mm Kreisring in mm 
I. Min. x = 2,76-10-? I. Max. x = 2,91-10~? 
II. Min. x = 4,94 1I. Max. x = 5,45 


Die Abweichungen liegen außerhalb der Fehlergrenzen. Der 
Lommelsche Satz gilt nur für unendlich schmale Kreisringe, 
so daß man als maßgeblich den äußeren Radius annehmen 
kann. Das Experiment zeigt, daß es auf den mittleren Radius 
des Kreisrings ankommt. 


B. Intensitätsverhältnisse 


Die Intensitätsmessung wurde photographisch durchgeführt. 
Nach jeder Aufnahme wurde auf jede Platte noch ein Graukeil 
mit derselben Wellenlänge und der gleichen Belichtungszeit 
kopiert. Wertet man die Graukeilkopie mittels Registrier- 
photometers aus, erhält man die Schwärzungskurve der be- 
treffenden Platte für die benutzte Wellenlänge und Belich- 
tungszeit. Spiegelt man an dieser Kurve das Photogramm 
der zu untersuchenden Beugungsfigur, erhält man die wahre 
Intensitätskurve. Da der Intensitätswert der nullten Ordnung 
innerhalb des oberen Teiles der Schwärzungskurve lag 
und so keine genaue Messung seines Betrages zuließ, wurde 
das Intensititsverhiltnis 7 = 
die Verwendung eines wirklich „punktförmigen“ Objektes un- 
möglich ist, wurden die Beugungsbilder bei einer Reihe von 
Objekten abnehmenden Durchmessers ausphotometriert und die 
erhaltene Kurve auf das Objekt „Null“ extrapoliert. Es 
ergab sich: 


durchgemessen. Da 


ö, - 10° | 3,85 3,16 | 1,88 0,83 | 


0 
graphisch extrapoliert 


. | oe | 071 | 079 | 1,32 | 1,78 
1) E. v. Lommel, Ztschr. f. Math. u. Phys. 15. §.141. 1870, bes.S.155. 
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6, bedeutet das Objekt im Bogenmaß. Ein Winkel von 105 
ist gleich 2,06”. 

Theoretisch erhält man [vgl. Tab. 1] für punktförmige 
Objekte aus Gl. (1) 7 = 1,98, und aus Gl. (2) 7 = 1,81, so daß 
die Übereinstimmung bei den Fehlerquellen des photographisch- 
photometrischen Verfahrens als nicht unbefriedigend an- 
zusprechen ist. Deutlich erkennbar ist, daß bei größer wer- 
dendem Objekt das Verhältnis zwischen I. und Il. Maximum 
immer kleiner wird, ja, daß bei größeren Objekten sogar das 
II. Maximum heller als das erste ist. 

Der Tatsache, daß die nach Gl. (2) berechneten Werte 
wesentlich besser mit dem experimentellen Befund über- 
einstimmen als die nach Gl. (1) berechneten, ist keine über- 
triebene Bedeutung beizulegen. — Wir kommen darauf weiter 
unten noch zurück. 


$ 5. Experimentelle Ergebnisse für ausgedehnte Objekte 


Nunmehr konnte der Einfluß der Objektgröße untersucht 
werden. Wie nach dem Ergebnis der graphischen Integration 
zu erwarten war, wurde folgende Erscheinung beobachtet: Ver- 
größert man den Objektspalt, so nimmt die Sichtbarkeit der 
Beugungsringe immer mehr ab, bis bei einer bestimmten Ob- 
jektgröße keine Spur von Maxima bzw. Minima zu sehen ist 
(V = V,). Bei weiterer Objektvergrößerung treten wieder scharfe 
Ringe unter Lagenwechsel der Maxima und Minima auf, bis 
schließlich bei Weitervergrößerung sich auch in der Mitte 
deutlich ein Minimum ausbildet. Läßt man das Objekt noch 
weiter wachsen, so kann man ein mehrmaliges Verschwinden 
und Wiederauftauchen der Ringe bis mindestens zur vierten 
Ordnung beobachten. Dabei verändert sich das in der Mitte 
aufgetauchte Minimum, indem es sich zunächst in einen dunklen 
Ring auflöst, der in seiner Mitte dann wieder ein Minimum 
enthält, und so fort. Daraus kann man ersehen, daß bei ge- 
gebener Apparatur nur ein Objekt von bestimmter Größe 
existiert, das beispielsweise die Ringe in erster Ordnung zum 
Verschwinden bringt. Dadurch ist in dem Kreisring eine 
Meßvorrichtung gewonnen. 

Das Experiment, das mittels eines Kreisringes mit den 
Radien 9, =6mm und 9,=5 mm, 5=5,5 mm ausgeführt 
wurde, ergab für die Stelle V = V, eine Objektgröße von 
ö, = 0,7718 + 0,005 im Mittel aus 10 Messungen, während die 
graphische Integration 0, = 0,741 geliefert hatte. 

Die Übereinstimmung ist als gut anzusprechen, besonders 
wenn man bedenkt, daß das Verfahren trotz der vielen Fehler- 
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quellen nur eine Differenz von 3.10”? mm gegenüber dem 
theoretischen Wert ergibt, das sind rund 4°/,. 

Die beigefügten Photogramme (Fig. 2) lassen deutlich das 
Verschwinden und Wiederauftauchen der Ringsysteme als auch 
des mittleren Minimums erkennen. Bei der Messung ergibt 
sich der günstige Umstand, daß man bei unbekanntem Objekt 


Fig. 2. Photogramme längs eines Durchmessers der Beugungsbilder 

kreisförmiger Objekte, aufgenommen in der Brennebene eines Kreis- 

ringobjektivs von 5,5 mm Durchmesser und 480 mm Brennweite. 
Winkelgröße der Objekte: a 0,71”, b 4,9”, ce 10,9”, d 16,2” 


aus der An- oder Abwesenheit des mittleren Minimums bzw. 
aus dem Aussehen der zentralen Partie des Beugungsbildes 
erkennen kann, ob man sich beispielsweise vor oder hinter 
dem erstmaligen Verschwinden der Beugungsringe befindet. 
Dies kann die praktische Ausführung von Messungen wesentlich 
erleichtern. 

Bevor die oben beschriebene Abhängigkeit von der Ob- 
jektgröße quantitativ weiter untersucht werden konnte, mußte 
der Einfluß von Kreisringbreite o, — o, und Kreisringradius 


= Dun voneinander getrennt werden, d.h. die Fälle: 


= const; 0, — 0, = variabel, 


2. 9 = variabel; 0, — 0, = const. 


§ 6. Einfluß der Kreisringbreite 9, — 9, 


a) Um zunächst den Einfluß der Breite auf die Stelle erster 
Ordnung V=V, zu erkennen, wurde diese Stelle bei ver- 
schiedenen Kreisringbreiten photographisch aufgenommen und 
die erhaltenen Beugungsbilder ausphotometriert. Als Auf- 
nahmematerial diente für diese und alle folgenden Versuche 
die Agfa-Aerochromplatte. 
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Die Messungen ergaben, daß die Maxima und Minima 
um so schlechter zum Verschwinden gebracht werden können, 
je größer die Kreisringbreite ist. Bei einem Kreisring mit der 
Breite o, — o, = 5,20 mm (oe, = 16,15 mm) konnten die Streifen 
überhaupt nicht mehr zum Verschwinden gebracht werden. 
Bei genügend großem Objekt war allerdings von Streifen in- 
folge Überstrahlung nichts zu sehen. Diesen speziellen Fall 
hatte auch André?) beobachtet: „De telle sorte que, lorsque 
les dimensions angulaires de la source sont devenues suffisam- 
ment grandes par rapport & celles du solide de diffraction 
caractéristique de l’ouverture employée, toute trace de maxima 
et de minima a disparu, et l’image de la source ne présente 
plus, vers ses bords, qu'un éclairement decroissant“. 


Diesen Uberstrahlungseffekt kann man sowohl bei Fresnel- 
scher als auch bei Fraunhoferscher Beugung immer wieder 
erhalten, wenn man die Lichtquelle sehr groB nimmt. Von 
einem Wiederauftreten der Ringsysteme kann in diesem Fall 
natiirlich keine Rede sein. 

Weiter wurde die Veränderung der Lage von Max. bzw. 
Min. bei punkiförmigem Objekt untersucht. Beim Ausmessen 
der Photogramme ergab sich folgendes: 


= | Durchmesser Durchmesser 
in mm | des I. Min. in mm des I. Max. in mm 
0,71 2,94 4,40 
2,58 | 2,99 4,29 
3,65 | 3,06 4,19 


Sämtliche Werte sind aus 10 Einstellungen gemittelt. Die 
Meßfehler liegen unterhalb + 0,02 mm. 

Mit zunehmender Breite ergibt die Messung also ein 
Zusammenrücken der Maxima und ein Auseinanderrücken der 
Minima in Übereinstimmung mit dem beim Übergang zum 
Kreis zu erwartenden Verhalten. 

Ein Einfluß der Breite ist schließlich auch noch an dem 
Gang der Einstellgenauigkeit nachweisbar, mit der man durch 
Verändern der Größe eines Objektes die StelleV=V, erzeugen 
kann. Als mittlerer Fehler des Mittels 4 für die Objektgröße, 
die die eben erwähnte Sichtbarkeit V=V, erzeugt, ergab sich 
für die verschiedenen Kreisringe bei 10 Einstellungen: 


1) Ch. André, a.2.0. 8. 61. 
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| _4 

in mm | in mm 
0,71 | + 0,48.10— 
1,44 | + 0,78-10- 
1.84 | + 0,98-10- 
2,93 | + 1,08- 10-2 
381 | + 1,58.10- 


Mit zunehmender Breite nimmt also die Einstellgenauig- 
keit ab. 


§ 7. Einfluß des Kreisringradius 0 


Auf Grund der obigen Resultate wurde die optimale Breite 
ausgesucht, bei der das Ringsystem möglichst vollständig zum 
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Verschwinden zu bringen war, die aber auch geniigend lichtstark 
war. So wurde schlieBlich fiir die Kreisringe der schon vorher 
angegebenen Dimensionen eine Breite von o, — 0, =0,5mm 
gewählt. Damit wurde der Einfluß von 5 zunächst auf die 
Stelle V, untersucht. Die Resultate sind in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt und in der ausgezogenen Kurve der 
Fig. 3 eingetragen. Hierin bedeutet d, die Breite des Objekt- 
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; Kreisring Doppelspalt Differenz 
O exp. 0 theor. 

227 | 1278.10 | 12,05-10-% 0,73-10—5 
3,77 | 7,62-10-5 7,25+10-5 0,37- 10-5 
524 | 5,35. 105 5,23-10-8 0,12-10-5 
6,78 | 421-105 | 4,04-10-5 0,17-10-5 
826 | 3,55-10-> | 3,31-10-5 0,24-105 
9,78 | 8301.10 | 2,80-10-5 0,21-10-5 
11,23 | 2329.10 | 244.10 0,35.105 
12874 | 2483-10 | 2,16-.10=5 0,27-10-5 
1424 | 2307.10 | 1,93-10— 0,14-10=5 


spaltes im Bogenmaß, bei der die Sichtbarkeit der Beugungs- 
ringe verschwindet. Der Lichtweg war in diesem Falle 
14,70m + l1cm. 

DaB das Verschwinden der Streifen nicht von geringen 
Abweichungen der Scharfeinstellung des Beobachtungssystems 
abhängt, ergab folgende Messung: 

Bei einem Mikroobjektiv, das eine Brennweite f= 35 mm 
und eine ungefähre Tiefenschärfe t = 6,3 mm besaß, konnte 
die bei Einstellung auf die Bildebene der Protarlinse gefundene 
Sichtbarkeit V = V, innerhalb der oben angegebenen Fehler- 
grenzen bei einer Verschiebung um 13 mm wiederhergestellt 
werden. 

Die Resultate wurden mit den Werten für den Doppel- 
spalt verglichen, wie sie sich nach der Michelsonschen Formel 


0, = 4 ergeben. Dabei bedeutet S den Spaltabstand, fiir den 


hier sinngemäß 20 eingesetzt wurde. 


Wie man sieht, sind die experimentell gefundenen 6, für 
den Kreisring um einen sehr kleinen Betrag, aber systematisch, 
größer als die theoretischen 6, für den Doppelspalt. Diese 
verhältnismäßig gute Anwendbarkeit des Michelsonschen An- 
satzes auf den Kreisring rechtfertigt die Auffassung der Kreis- 
ringbeugung als durch Rotation der Doppelspaltlichtverteilung 
modellmäßig darstellbare Erscheinung, wenn auch damit über 
das Zustandekommen der Beugungsfigur im einzelnen nichts 
ausgesagt ist. 

Die erzielte Genauigkeit in der Einstellung auf V = V, 
legt, wie bereits bemerkt, den Gedanken an eine Verwendung 
zu Meßzwecken nahe. Hierbei wird es am nächsten liegen, 
diese Stellung bei festem Objekt durch Veränderung des Kreis- 
ringradius erreichen zu wollen. Dagegen spricht die mechanische 
Schwierigkeit, einen Kreisring mit kontinuierlich veränderlichem 
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Radius herzustellen. Selbst eine große Anzahl etwa auf einem 
Revolver angebrachter Kreisringe, deren Radien in kleinen 
Stufen anwachsen, würde den Anforderungen, die an eine 
empfindliche Meßmethode gestellt werden, nicht genügen. 

Zu den unvollkommenen Anordnungen zur kontinuierlichen 
Veränderung des Kreisringradius ist auch eine Irisblende zu 
zählen, die um eine feste Zentralblende auf- und zugezogen 
wird, selbst wenn sie eine weitgehend angenäherte Kreisform 
besitzt. Denn auf diese Weise wird mit dem Radius auch die 
Kreisringbreite verändert. Das hat nach dem, was oben über 
den Einfluß der Kreisringbreite gesagt wurde, zwar keine be- 
merkliche Veränderung der Einstellung V=V, zur Folge, 
wohl aber nimmt mit der Abnahme der Objektgröße der Ein- 
stellfehler stark zu. 


$8. Untersuchung der Sichtbarkeit V 


Anstatt ein unbekanntes Objekt durch Kreisringe mit 
variablem 5 mittels der Stelle V = V, auszumessen, kann man 
auch den Gang der Sichtbarkeit V für die Messung ausnutzen, 
denn V ist eine Funktion der ObjektgréBe. Die Messungen 
wurden so ausgeführt, daß für einen bestimmten Kreisring die 
Beugungsbilder verschieden großer Objekte, die sich innerhalb 
des MeBbereichs V=V, befinden mußten, photographiert 
wurden. Die so erhaltenen Beugungsbilder wurden wieder 
vermittels des Registrierphotometers ausgewertet und mit 
Hilfe der Schwärzungskurven auf die zugehörigen Intensitäts- 
werte transformiert. Die so erhaltenen Intensitätskoordinaten 
wurden in den Max. und Min. ausgemessen und in den Aus- 
druck (1) für die Sichtbarkeit eingesetzt. Auf diese Weise er- 
hält man eine Eichkurve für den betreffenden Kreisring. Ebenso 
läßt sich für jeden anderen Kreisring, deren jeder einen be- 
stimmten günstigen Meßbereich darstellt, und jede Objektform 
diese Kichung durchfiihren. Schon F. Jentzsch und Cl. Münster 
(a. a. O.) wiesen daraufhin, daß die Anwendung einer empirischen 
Eichkurve den Vorzug hat, daß alle etwaigen Fehler der Ap- 
paratur in sie eingehen und daß bei strenger Erhaltung aller 
übrigen Bedingungen die Umrechnung der Schwärzungswerte 
in Intensitätswerte (sog. Spiegelung an der Schwärzungskurve) 
überflüssig wird. In solchem Falle empfiehlt es sich, direkt 
in Schwärzungs- bzw. Elektrometerwerten bei lichtelektrischer 
Photometrie zu eichen. 

Die Messungen, die zunächst für die Grundseite eines recht- 
eckigen Objektes (Spalt) mit der konstanten Höhe h = 4,90 mm 
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an drei Kreisringen durchgeführt wurden, ergaben u.a. die eil 
Kurven Fig. 4. Der Hinweis ist wichtig, daß diese zur Messung scl 
ausnutzbaren Bestimmungen unterhalb des annähernd der Stelle 
V = V, entsprechenden konventionellen Auflösungsvermögens un 
der Anordnung liegen. In Fig.5 ist zum Vergleich der de 
Ol 
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Fig. 4 Fig. 5 = 
entsprechende Verlauf nach § 4 von 7 = Zu: wiedergegeben. 
2 
Wie man sieht, läßt sich auch eine derartige Kurve zu Größen- 
bestimmungen heranziehen. Das wird besonders dann von 
Vorteil sein, wenn die Intensität in den Minima, z. B. bei sehr 
kleinen Objekten, zu gering ist. 
du 
§ 9. Messungen in verschiedenen Azimuten sil 
Eine genaue Untersuchung des Einflusses der Form des Br 
Objektes auf die Sichtbarkeit in verschiedenen Azimuten bleibt hé 
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einer späteren Arbeit vorbehalten. Um diesen Einfluß abzu- 
schätzen, wurde folgendermaßen verfahren: 

Zunächst wurde festgestellt, daß die Helligkeitsverteilung 
und die Sichtbarkeit in zwei zueinander senkrechten Schnitten 
der Beugungsfigur eines kreisförmigen und eines quadratischen 
Objektes, innerhalb des benutzten Bereiches und innerhalb der 
Fehlergrenzen nahezu identisch sind, wenn die Kantenlänge des 
Quadrats gleich dem Durchmesser des Kreises ist und man 
längs zweier aufeinander senkrechter Linien photometriert, die 
parallel den Kanten verlaufen und das andere Kantenpaar 
halbieren. 

Es wurde weiter die Auswertung der Sichtbarkeit bei 
einem rechteckigen und bei einem quadratischen Objekt ver- 
glichen. Als solches diente ein in Höhe und Breite sym- 
metrisch verstellbarer Spalt. dessen Winkelbreite bei verschie- 
denen Einstellungen zunächst zur Anlage einer Eichkurve in 
Art der Fig. 4 diente. Dabei war die feste Höhe, für die 
V =V, wurde, y= 8,70” (Rechteck). In diese Kurve wurde 
dann zur Bestimmung der Spaltbreite # mit den V-Werten 
eingegangen, wenn jedesmal y = # war (Quadrat). 

Es ergab sich für y = 8,70” (© = 6,78 mm) bei einem 
Lichtweg von 14,70 m: 


ß eingestellt VQuadrat | V Rechteck | Baus V Quadrat | § aus V Rechteck 
35” | 067 | 0,63 3,5” 3,7” 
5,04” | 0,38 | 0,37 5,04” 5,10” 
645” | 014 | 0,13 6,45” 6,60” 
7,85” | 0037 | 0085 | 7,85” 7,9” 


Für die bedeutend größere Höhe 7’ = 68,8” mm wurde ent- 
sprechend: 


ß eingestellt V Quadrat V Rechteck 
3,5” | 0,67 | 0,06 
6,45” 0,143 0,028 
7,85” 0,037 0,007 


Für die Sichtbarkeit V beim Rechteck ergeben sich also 
durchweg kleinere Werte als beim Quadrat; dementsprechend 
sind die aus der Eichkurve (V-Kurve für Quadrat) ermittelten 
Breiten 8 beim Rechteck zu groß. Die Abweichungen sind 
höchstens etwa 5°/,, meist bedeutend kleiner. Da diese Ab- 
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weichungen bei der Messung von $ unabhängig von ß selbst 
sind, wie man aus der Tabelle ersieht, geht man wohl nicht 
fehl, wenn man als Faustregel angibt, daß bei der Messung in 
zwei zueinander senkrechten Azimuten die größere Längen- 
ausdehnung jedenfalls so groß sein darf, daß für sie V = V, 
wird. Als Beispiel dient Fig. 6. Wie groß die Fehler werden, 
wenn man stark von dieser Regel abgeht, zeigt die vorstehende 
Tabelle. Bei Objekten, für die das zutrifft, muß man also 
spezielle Eichkurven aufnehmen, die aber nur für die be- 


Fig. 6. Beugung am Kreisring. 
Beugungsfigur eines rechteckigen Objektes (# = 11,5”; y = 16,3”) in zwei 
zueinander senkrechten Richtungen ausphotometriert. Für die eine 
Richtung ist V = V, 


treffende Höhe Geltung haben. — Bei der Messung in anderen 
als zueinander senkrechten Azimuten werden die Verhältnisse 
vermutlich komplizierter. 

Im Gegensatz zu diesen Erfahrungen macht sich der 
Höheneinfluß bei der Messung durch Einstellung V = V, nach 
$ 7 kaum bemerkbar. Es wurde die Breite, bei der V = V, 
wurde, bei quadratischem Objekt zu 10,55” bestimmt, bei einem 
Rechteck mit der Höhe y = 4,35” zu 10,82”, bei einem Rechteck 
mit der Höhe y = 37,4” zu 10,95”. 


§ 10. Anwendung als Meßmethode 


Handelt es sich also darum, die Dimensionen eines 
gegebenen Objektes, das von der Kreisgestalt innerhalb der 
angegebenen Grenzen abweichen kann, zu ermitteln, so legt 
man sich entweder eine Eichkurve der Sichtbarkeit oder der 
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Werte 7 = zu in der oben beschriebenen Weise an. 
Man wird, um * eine möglichst große Genauigkeit zu er- 
zielen, diese Eichkurve für einen Kreisring bestimmen, für 
den bei den vorgegebenen Objektdimensionen der Differen- 
tialquotient der Objektgröße nach der Sichtbarkeit möglichst 
groß ist. Um dann Gestalt und Größe des Objektes zu 
erhalten, wird es voraussichtlich genügen, die photographische 
Aufnahme des Beugungsbildes in mehreren Richtungen aus- 
zuphotometrieren und die Ausdehnung dieses Objektes in den 
verschiedenen Azimuten durch Interpolation der Eichkurve zu 
ermitteln. Hat man mehrere Kreisringe mit verschiedenen 5 
zur Verfügung, so wird sich der zweckmäßigste leicht durch 
Ausprobieren finden lassen. — Die Genauigkeit des Verfahrens 
unter den angegebenen Bedingungen läßt sich aus der ersten 
Tabelle des $ 9 beurteilen. Die Fehler sind stets kleiner 
als 5°/,. Der in dieser Arbeit ausgenutzte Meßbereich unter- 
schreitet das klassische Auflösungsvermögen um etwa das 
zehnfache. 

Bei der Beurteilung des Kreisrings als Meßverfahren zeigen 
sich gegenüber dem Doppelspalt eine Reihe von Vorzügen und 
Nachteilen. Ein Mangel ist im Fehlen einer übersichtlichen 
rechnerischen Darstellung, in der rein formalen Definition der 
Sichtbarkeit V und in der Schwierigkeit der Variation von @ 
zu sehen. Vorteilhaft erscheint bei gleicher Meßgenauigkeit 
und gleichem Meßbereich besonders die Ausmeßbarkeit ver- 
schiedener Azimute, was speziell für ultramikroskopische Unter- 
suchungen wichtig ist. Die Lichtstärke ist größer. Auch das 


Verhältnis 7 = zus 


kann zur Messung herangezogen werden. 


Schließlich benutzt der Kreisring nur eine Objektivzone zur 
Abbildung, während der Doppelspalt einen von einer großen 
Zahl von Zonen durchzogenen Bereich willkürlich ausschneidet 
und dadurch einen schwer definierbaren Aberrationszustand 
schafft. 


Zusammenfassung 


Es wird die Theorie der Beugung am Kreisring für punkt- 
formige Objekte in bezug auf die Lage der Maxima und Minima 
und die Intensitätsverhältnisse der Maxima geprüft und in 
Übereinstimmung mit dem Experiment gefunden. 

Der Einfluß von Kreisringbreite und Kreisringradius auf 
das Bild des ausgedehnten Objektes wird untersucht und das 
Ergebnis der graphischen Integration bestätigt. 
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Es werden die Sichtbarkeit V und das Verhiltnis 7 = — 
bei festem Kreisringradius und die Stelle V = V, bei verschie- 
denen Kreisringradien als empirische, zu MeBzwecken verwend- 
bare Funktionen der ObjektivgréBe bestimmt. Bei der letzteren 
zeigt sich eine weitgehende Verwandtschaft mit dem Doppelspalt. 

Es wird gezeigt, daß die Eigenschaften der Abbildung 
durch einen Kreisring ihn zur interferometrischen Ausmessung 
kleinster Objekte geeignet machen. Auf die Vorzüge und Nach- 
teile der neuen Methode gegenüber dem Doppelspalt wird hin- 
gewiesen. 


Die Untersuchungen wurden in den Jahren 1930 und 
1931 im Institut für wissenschaftliche Mikroskopie und an- 
gewandte Optik an der Universität Jena unter Leitung von 
Herrn Prof. Dr. F. Jentzsch durchgeführt, dem ich für seine 
liebenswürdige Unterstützung zu außerordentlichem Dank ver- 
pflichtet bin. Ebenso danke ich dem damaligen Assistenten 
des Instituts, Herrn Dr. Cl. Münster, für seine großen Be- 
mühungen und wertvollen Ratschläge, sowie für seine stete 
Hilfsbereitschaft. 


Jena. 


(Eingegangen 5. August 1934) 
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G. Schmitz. Theorie der ebenen wirbelfreien Strömung usw. 


Beitrag zur Theorie der ebenen wirbelfreien 
Strömung um den Doppeldecker 


Von Gerhard Schmitz 
(Mit 4 Figuren) 


Einleitung 


Aufbauend auf den Grundlagen der klassischen Hydro- 
mechanik haben Kutta und Joukowsky unter Einführung 
der Zirkulation eine Theorie der ebenen, wirbelfreien Trag- 
tlügelströmung angegeben, die die Konstruktion einer Reihe 
bestimmter Profile mit vorgeschriebenem Auftrieb gestattet. 
Trotz Vernachlässigung der Reibung und der Flügelenden zeigt 
sich bezüglich des Auftriebes eine gute Übereinstimmung mit 
der Erfahrung. R. von Mises hat unter Verwendung neuer 
funktionentheoretischer Sätze die Theorie erheblich ausgebaut 
und erweitert und ein Verfahren zur Bestimmung beliebiger 
Profile angegeben. Im Anschluß hieran sind mehrere Arbeiten 
entstanden, die die Mannigfaltigkeit der möglichen Profilformen 
grenzenlos steigern. 

Wenn also die Theorie der ebenen Strömung um den Ein- 
decker einen recht guten Einblick in die Verhältnisse ge- 
stattet, so trifft dieses für den Doppeldecker nicht zu. Es ist 
vielmehr festzustellen, daß die Probleme um den Doppeldecker 
bisher nicht in derselben Allgemeinheit und Exaktkeit an- 
gegriffen worden sind. Abgesehen von Näherungslösungen ist 
hier lediglich die Arbeit von W. M. Kutta’) zu erwähnen, die 
die Strömung um zwei übereinander- oder hintereinander- 
liegende Strecken von gleicher Länge behandelt. Die von ihm 
verwandte Methode schließt eine Erfassung der gestaffelten 
Strecken und der Profile mit endlicher Dicke aus. Die All- 
gemeinheit der Theorie des Eindeckers liegt in ihrer Methode 
begründet: Die Strömung um einen Kreis wird zugrunde ge- 


1) W.M.Kutta, Über ebene Zirkulationsstrémungen nebst flug- 
technischen Anwendungen, Sitz.-Ber. der math.-phys. Klasse der bayr. 
Akad. d. Wissenschaften S. 65. 1911. 
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regt, um von da durch konforme Abbildung Profile zu er- 
halten. 

In derselben Allgemeinheit greifen wir die Probleme um 
den Doppeldecker an. Ausgehend von der Strömung im 
Außenraum zweier Kreise stellen wir allgemeine Formeln für 
Auftrieb und Moment des Doppeldeckers auf, in die nur wenige 
Parameter eingehen. Durch konforme Abbildung der Kreise 
gelangen wir dann zu Strecken ungleicher Länge mit belie- 
biger gegenseitiger paralleler Lage, die den durch die Kreise 
vorgeschriebenen Auftrieb verwirklichen. Schließlich sind wir 
noch in der Lage, die Druckverteilung über die einzelnen 
Strecken punktweise zu berechnen; an einem Beispiel wird die 
ganze Rechnung durchgeführt. 


Reibungslose Strömung im Außenraum zweier Kreise 


Die zunächst zu lösende Aufgabe ist die Bestimmung der 
Strömungsfunktion einer reibungslosen Strömung im Außen- 
raum zweier Kreise. Wir müssen die Aufgabe für Kreise mit 
beliebiger Lage und beliebigem Radius lösen, um nachher 
Strecken mit beliebiger Lage und Länge konstruieren zu können; 
überdies ist bekannt, daß bei der Abbildung zweier Profile auf 
zwei Kreise bei Entsprechen des Unendlichfernen Größe und 
Lage dieser beiden Kreise festgelegt sind, wir also hierüber 
nicht verfügen können. M.Lagally ist es gelungen, die 
Strömungsfunktion in geschlossener Form darzustellen!). Wir 
können die Ableitung hier restlos übernehmen, müssen uns 
nur davon frei machen, daß die Kreismittelpunkte auf der 
reellen Achse liegen. Der Gang und das Wesen der Ableitung 
wird durch diese Verallgemeinerung nicht berührt. Es dürfte 
daher erlaubt sein, die Darstellung kurz zu machen. 

Die Strömung vollziehe sich in der Ebene z= x +iy; 
sie besitze im Unendlichen die Geschwindigkeit — w, = 
— (u, —tv,); im Endlichen seien keine Singularitäten vor- 
handen. Eine Zirkulation 7, um den Kreis K, und J, um 
den Kreis K, sei ausdrücklich zugelassen. Wie lautet die 
Strömungsfunktion ? 

Die Aufstellung derselben gelingt leicht mit Hilfe ellip- 
tischer Funktionen, wenn wir das Strömungsgebiet auf das 
Innere eines Rechteckes konform abbilden. Diese Abbildung 
ergibt sich sofort durch die Einführung bipolarer Koordinaten. 
In der z-Ebene mögen die Punkte Q, (z,, %,) und Q, (— 2), —%,) 


1) M. Lagally, Die reibungslose Strömung im Außengebiet zweier 
Kreise. Ztschr. f. angew. Math. u. Mechanik. 9. S. 299. 1929. 
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Ursprungspunkte zweier Polarsysteme sein. Ein Punkt der 
Ebene gestattet dann die zweifache Darstellung: 


+7 e%= 247, e%, 
Der Quotient 
Sth 
zZ— Zo r; 
gibt die Darstellung der Punkte in den bipolaren Koordinaten 
r,/r, und 9,— %,. Die Kurven = const und #,— +, = const 
sind die Kreise zweier orthogonaler Kreisbiischel; das Biischel 
= const hat die Punkte Q, und Q, als Nullkreise, das 


rs 
Büschel +, — +, = const als Schnittpunkte. Die Kreise des 
letzten Büschels zerfallen durch Q, und Q, in zwei Bogen, 
deren Peripheriewinkel sich zu 22 ergänzen. 


Aus dem Büschel = = const nehmen wir nun zwei sich 
ausschließende Kreise K, und K,. K, sei festgelegt durch 
2 =4, K, durch = u. Liegt Q, im Innern von K, und Q, 


im Innern von K,, so ist A>1 und wl. 

Die Strémung finde im AuBengebiet dieser beiden Kreise 

statt. Es ergibt sich nun sofort, daB die Funktion 

Z+ 2% . 
das Außengebiet auf das Innere eines Rechteckes der Z-Ebene 
abbildet, das gebildet wird von den Geraden X = lni=a@, 
X=Inu=—f, Y=a und Y=—a. Dem Kreise K, ent- 
spricht die Gerade X = a, dem Kreise K, die Gerade X = — 8; 
Y =a entspricht dem unteren Ufer, Y=— a dem oberen 
Ufer eines Schnittes in der z-Ebene, der zwischen den Kreisen 
auf der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte gezogen ist. 

Die Zirkulationen um die Kreise seien /, und 7,. Eine 
geschlossene Kurve, die K, und K, umschließt, hat die Zirku- 
lation 7), + 7T,. Wie man sich nun durch Übergang von der 
Ebene zur Kugel veranschaulichen kann, ist der unendlich- 
ferne Punkt ein Wirbelpunkt mit der Zirkulation 


Folglich verhält sich im Unendlichen die Strömungs- 
funktion wie 


(2) 2=— — “wa In 2. 
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Der Punkt z = co geht bei der Abbildung in den PunktZ=0 
über. In der Umgebung des Nullpunktes gilt folglich 


‘ 
(3) 2 = ry In Z 7 
Die Einzelzirkulationen gehen bei der Abbildung in Strömungen 
längs den Rechtecksseiten X=« und X =— # über. 
m, Y 
| 
A 
2 (94 
Qa 8 
Mb Bildredhteck 
Perıodenrechteck 
2 
Fig. 1. Zur Aufstellung der Strömungsfunktion 
im Außenraum zweier Kreise 
Mit der Geschwindigkeit — w,, =— (u, —iv,) im Un- 
endlichen — wir lassen von rechts anströmen — verhält sich 
die entstehende Parallelströmung wie 
(4) 2=— 2 
und daher im Punkte Z = 0 wie 
2U_z 
(5) 2= Z 


Insgesamt gilt also für die Strömungsfunktion in der Um- 
gebung des Nullpunktes 
24 


il 
(6) Q=- Pid), 


wenn P(Z) eine dort regulire Funktion bedeutet. 
as 


Für die Geschwindigkeit W = TZ folgt: 
1 


Der Nullpunkt ist im Bildrechteck der einzige singuläre Punkt 
für 2 und W. Damit ist 2 bis auf eine reguläre Funktion 
bestimmt. Die vollständige Bestimmung gelingt Lagally auf 
interessante Weise. Er kann leicht zeigen, daß W eine 
doppeltperiodische Funktion ist mit den Perioden 


(8) 2@,=2(¢+f); 20,=2nmi. 
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Als Periodenrechteck nehmen wir das Bildrechteck mit seinem 
Spiegelbild an der Seite X =— P. 

Außer der Singularität im Nullpunkte hat W noch in 
seinem Spiegelpunkte — 2 die gespiegelte Singularität. W 
ist eine elliptische Funktion, die wir folgendermaßen ansetzen 
können: 


1 2a (u,, +iv,) 
+tv,) 2 yo — 
(Z + 2 
2 yo (tu, + v,,) 


wenn R(Z) eine im Periodenrechteck reguläre Funktion bedeutet. 
Mit @,=u,+tv, und w„=u„-—tv, erhalten wir: 


W ist aber als elliptische Funktion durch diese vorgeschrie- 
benen Pole bis auf eine additive Konstante vollkommen be- 
stimmt. Es gilt: 


| W=- + 28] + 
—2w,% 


Die Konstante K, die wir in imaginärer Form eingeführt 
haben, werden wir nachher bestimmen. Durch Integration 
erhalten wir die Strömungsfunktion: 


iT o(Z) 


— £ und o bezeichnen die als £-Funktion und o-Funktion 
bekannten Weierstrassschen Funktionen —, wenn wir die 
Integrationskonstante als Null annehmen. 

.  &(Z) ist eine elliptische Transzendente, die sich bei 
Anderung des Arguments Z um eine volle Periode um eine 
additive Konstante ändert. Von dieser Tatsache ausgehend, 
berechnet Lagally in eleganter Form den Fluß durch die 
beiden Kreise; gleichzeitig gelingt es, die Konstante K festzu- 
legen. Für unseren Fall ist der Gang der Rechnung genau 
derselbe, so daß es wohl gestattet ist, das Resultat anzugeben. 
Bezeichnen wir mit F den nach links positiv gerechneten 


(10) 


F 
‘ 
| (Z +28) 
1- 
h 
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Fluß, und seien die Zirkulationen entgegengesetzt dem Uhr- 
zeigersinn positiv, so gilt 
Die Gleichung gestattet, den Fluß durch die beiden Kreise 
bei Vorgabe der Geschwindigkeit im Unendlichen und der 
Zirkulationen um beide Kreise zu berechnen. Die von M. La- 
gally angegebene Gleichung ergibt sich für den Spezialfall 
= 0. 

Für die Konstante K erhält man 


4 
(124) iK= - ++ u,, Yo + Ng 


wenn 7, = ¢(w,) = ¢(a1%) gesetzt ist. 
Mit J”= J, — J, können wir auch schreiben: 


Gehen wir mit diesem Wert in die BR rg (10) 
ein, so erhalten wir nach geringer Umformung: 


13% —2u, +29) - 


~2iv, +2,22 +29 + z|. 


In dieser Form erkennt man, daß die ganze Strömung aus 
vier Teilstrémungen entsteht, die linear zusammengesezt sind. 
Für spätere Zwecke bilden wir noch die Geschwindigkeit 


418 ny 


z 273% 
(14) — + 28) —z,p(Z) — 


+ + 28) + 2 p(Z) — 
Durch die Verwendung bipolarer Koordinaten sind die Kreise K, 
und K, durch die Konstanten z,, y,, @ und # festgelegt. Wir 
müssen daher noch die Beziehungen finden, die diese Kon- 
stanten mit den Radien R, Fr R, und den Koordinaten der 
Mittelpunkte (a,, b,) und (— we verknüpfen. 
Führen wir in die he des Kreises K, 
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durch r, = |z + z,| und r, = |z — z,| rechtwinklige Koordinaten 
ein und formen um, so erhalten wir die Gleichung des Kreises 
+ Yo? 
— 2, Cotg a)? + (y — y, Cotg a)? = 
Wir entnehmen 
a, = 2,Cotge; b, = y,Gotge; R, = 
In derselben Weise erhält man für K, 
x, Cotg = b, =— y, Cotg ß; R, = 
Mit den Bezeichnungen d, = a, + a, und d, = b, +b, haben 
wir zur Bestimmung der Größen 2, y,, a, ß die Gleichungen 


d, = (Cotg a + Gotg A); R, 
(15) Vat eye 
d, = y, Gotga + Cotgß); R, = WE 


Die Auflösung dieser Gleichungen gelingt, wenn wir ebenso wie 
Lagally den imaginären Schnittwinkel einführen. Es gilt 


(16) 


wobei der Abstand der Mittelpunkte d = Yd,? + d,? undio=J 
fird > R, + R, gesetzt ist. Gehen wir mit den obigen Werten 
für d, R, und R, in die letzte Beziehung ein, so ergibt sich 
J=a+. Hiermit findet man sofort 
(17) 
| Cine Sing . 
Für d, = 0 ergeben sich die von Lagally angegebenen Be- 
ziehungen. 

Bestimmung von J und J” 


Die Strémungsfunktion 2(Z) bildet die Grundlage fiir eine 
exakte Theorie des Doppeldeckers. Bisher ist dieselbe aber 
noch nicht eindeutig festgelegt, weil 7, und 7‘, oder J’ und 
I’ noch nicht bestimmt sind. Bekanntlich ist die Zirkulation 
aufs engste mit der Kraftwirkung verknüpft, so daß ihre Fest- 
legung eine entscheidende Frage der Theorie ist. Bevor wir 
mit Hilfe des Joukowsky schen Gedankens diese Festlegung 
vornehmen, müssen wir die Abhängigkeit der Zirkulationen 
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von den Staupunkten der Kreisströmung bestimmen. Eine 
Veränderung der Zirkulationen verursacht ein Wandern der 
Staupunkte; die Zirkulationen sind Funktionen der Lage der 
Staupunkte. 

Wir nehmen an, die Bildpunkte der hinteren Staupunkte 
auf den Kreisen seien bestimmt durch X=a, Y =— y,* 
und X=-/, Y=-w,*, so daß also die Staupunkte 


selbst durch die bipolaren Koordinaten (3 =1,-Y, ‘) und 
(= =p", — w,*) festgelegt sind. 
In den Staupunkten gilt 


dS dZ 
Da aber 
dZ 1 1 


nur in 2 =+ 2, unendlich wird und nur fiir z = oo und z, = 0 
verschwindet, was sicherlich nicht in den Staupunkten eintritt, 
gilt in diesen Punkten W = 0. Diese Bedingung liefert uns 
für 7 und 7” die beiden Gleichungen 
W(a—ty,*)=0; W(—fB—ty,*)= 
Nehmen wir für W den Ausdruck (14) und lösen die beiden 
Gleichungen nach J’ und J” auf, so erhalten wir unter Be- 
achtung von wm, =«@+Pß, und 
p(Z + 20,) = p(Z): 

(18) - — % —iy,*) 


- + ip") 
—f@ + - —iy,*) + 2m 


und 

(19) 

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: 

A= - im) + We mt, 
B = — + iy,*) — 
C = 225 Woo + Wy") — 22, Woo p(B — 


4 
+ (Xp Voo + Yo 
D = 22, Woo p(@ — 1 w,*) — 22, Woo P(@ + y,*) 
4n, 
+ + Yo too) 
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Es sei nun in der Ebene t = m + in eine Strömung um zwei 
Tragflächenprofile gegeben; die Geschwindigkeit im Unendlichen 
sei ebenso wie in der Ebene der Kreise —w.. Wir nehmen 
an, das Abbildungsproblem sei gelöst, die Funktion 
(20) z= 
die die Profile auf zwei Kreise mit Wahrung der Konformität 
des Außengebietes und Entsprechen des Unendlichfernen ab- 
bildet, sei bekannt. Dann gibt uns die Funktion 

QZ) = = 
die Strömung um die beiden Profile. Das Strömungsproblem 
wäre also gelöst, wenn nicht noch die Zirkulationen unbestimmt 
wären. Ihre Bestimmung gelingt durch die Forderung des 
glatten Abfließens an den Hinterkanten, was durch die Er- 
fahrung bestätigt ist. Unter dieser Annahme findet in den 
entsprechenden Punkten auf den Kreisen ebenfalls eine Wieder- 
vereinigung der Stromlinien statt; sie sind Staupunkte oder 
Spaltungspunkte. Die Abhängigkeit von Z und J” von den 
Staupunkten geben aber die Gl. (18) und (19). Hiermit ist 
auch die Abhängigkeit der Einzelzirkulationen J, und J, von 
den Staupunkten gegeben. 


Fundamentalreihe der Geschwindigkeit 


Um den Auftrieb und das Moment des Doppeldeckers 
zu bestimmen, benötigen wir die Entwicklung für die Ge- 
schwindigkeit: der t-Ebene um den unendlichfernen Punkt, 


die gewöhnlich als Fundamentalreihe bezeichnet wird. Für 
die Berechnung der Kraftwirkung genügt es, die Koeffizienten 
C,, C, und C, zu kennen. C, und C, sind uns bereits aus 
den Annahmen bekannt; es handelt sich also im wesentlichen 
um die Bestimmung von C,. Wir müssen 
de wae dz _ „de 

dZ dz dt dz dt dt’ 
um den Punkt t = co entwickeln. Dem Punkte t= oo soll 
z= 00 entsprechen; diesem entspricht der PunktZ =0. Zu- 
nächst ist der Ausdruck (9) für W um Z=0 zu ent- 
wickeln. Mit Hilfe der Additionstheoreme für ¢\Z) und p(Z) 
erhält man einen Ausdruck, in dem abgesehen von Konstanten 
nur p(Z) und p’(Z) enthalten sind. Da aber für p(Z) und p’(Z) 
im Nullpunkte die einfachen Reihen 
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gelten, gestaltet sich die Rechnung verhältnismäßig einfach, 
Es ergibt sich W zu: 


20.20 iz 1 ir : 
Wem PQA) + +iK+---. 


Um w nach fallenden Potenzen von z zu erhalten, beachten 
wir, daß Z in Abhängigkeit von z in die Reihe 


z+2, _ 22, 
entwickelt werden kann, die für |z|>J|z,| sicher konvergiert. 
Wenn wir von der Funktion z = g(t) verlangen, daß sie das 
Unendliche unverändert läßt, so muß ihre Entwicklung um 
den unendlichfernen Punkt die Gestalt haben 


zeit 


Führen wir nun mit diesen Entwicklungen, die durch (21) vor- 
geschriebenen Operationen nacheinander durch, so ergibt sich 
für ® 


iri 


(22) 

Für das Quadrat von w, was wir später brauchen, gilt dann 
1 
(23) 
mit 

4, = = 4, = 20,C, =— 

A, = C,?+ 2C,C, 
r 


(— 20. + 55 


Auftrieb und Moment des Doppeldeckers 


Nachdem wir die Koeffizienten der Fundamentalreihe be- 
stimmt haben, gestaltet sich die Gewinnung der Formeln für 
Auftrieb und Moment überraschend einfach. Wegen der be- 
kannten energetischen Ableitung des Kutta-Joukowskyschen 
Satzes gilt derselbe auch für das Gesamtsystem des Doppel- 
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deckers, dagegen nicht für die Einzelkontur. Die Kraft wirkt 
hiernach senkrecht zur Zuströmrichtung und hat die Größe 


(25) 


Um einen Ausdruck für das Moment M, bezüglich des Null- 
punktes zu erhalten, greifen wir auf die zweite Blasiussche 
Formel 


(26) 
J 


zurück; das Integral ist über die Kontur der Körper zu er- 
strecken, für die die Kraftwirkung der strömenden Flüssigkeit 
berechnet werden soll. Die Formel gilt ganz allgemein, also 
auch für jede Einzelkontur. Da aber die Fundamentalreihe 
die Geschwindigkeit auf den Konturen gar nicht darstellt, 
ist das Bilden des Integrals über das Quadrat der Fundamental- 
reihe ohne jeden Sinn. Wir denken uns einen Schnitt zwischen 
den Konturen gezogen, dessen Durchquerung ausdrücklich 
verboten wird. Denken wir uns nun die Integration über 
die Konturen uud den gedachten Schnitt durchgeführt, so 
liefert letzterer für den Wert des Integrals keinen Beitrag, 
da der Schnitt zweimal in verschiedenem Sinne durchlaufen 
wird. Da das Außengebiet der beiden Konturen regulär ist — 
oder hydrodynamisch gesprochen, die Divergenz und die Ro- 
tation verschwindet — können wir das System der Konturen 
mit Schnitt in einen Kreis deformieren und über diesen inte- 
grieren. Der Wert ist derselbe, da das Integral im regulären 
Gebiet vom Wege unabhängig ist. Wir erhalten also das 
Moment des Systems der beiden Konturen, wenn wir auf einem 
Kreise K integrieren, der beide Konturen umschlingt. 
Mit (23) gilt für das Moment 


(27) M,=— [(4,+ 4,7 + 


Bei der Integration verschwinden wegen der Periodizitit alle 
Glieder bis auf das Glied mit A,. Es gilt 


(28) M, =- 


Diskutieren wir zunächst den Auftrieb. Drücken wir in 
(25) 7) + Z, nach (18) durch die Bildpunkte der Hinterspitzen 
aus, so erhalten wir 


(29) 


“ 
t. 
m 
_| 
h 
n 
| 
= 
. 


48 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 21. 1934 


wenn zur Abkürzung gesetzt wird 


(a + iy,*) - - iy,*) 


(30) 


mit 
O=—L(B + — iw,*)+2n. 


Führen wir den Anstellwinkel y und den Staffelungswinkel & 
(vgl. Fig. 1) durch die Beziehungen 


= =|w, er 
(31) und 
= Z = 
ein, so wird die Auftriebsformel 
A=4noilw. — Net), 
Unter Verwendung der Identität 
— be-iz = 2iyabsin (x + A) 


mit 
A=arc cos 
2Vab 

erhalten wir die Auftriebsformel in der einfachsten Form 
(32) A=8xow,|?z, M sin(y+e+ 4) 
mit 

A = arc cos 
Wir vermuten 4=— eg, damit bei verschwindendem Anstell- 


winkel der Auftrieb verschwindet. Diese Vermutung werden 
wir erst später beweisen können. Formel (32) entspricht 
genau der von Misesschen Formel für den Auftrieb des Ein- 
deckers, die lautet!) 


(33) 
wenn R der Radius des Profilkreises und der Winkel + den 
Bildpunkt der Profilspitze auf diesem Kreise festlegt. Wir 


werden später an einem besonderen Falle zeigen, daß bei Aus- 
einanderrücken der Kreise die Formel (32) in (33) übergeht. 


1) R. von Mises, Beitrag zur Theorie des Tragflächenauftriebs, 
Ztschr. f. Flugt. u. Motorl. 1917, 8. 161. 
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Nunmehr wollen wir das Moment bestimmen. Nach (28) 
ist der Realteil von 227A,, also der Imaginärteil von A, auf- 
zusuchen. Wir entnehmen A, aus (24). Setzen wir den Koeffi- 
zienten 


(34) a, =— c?e?iö(c und Ö reell) 


und 4, = %A (A reell), führen ferner für K seinen Wert (12a) 
ein, so liefert Gl. (28) nach einer kleinen Umformung das Moment 


M, = 2n 0 |w „|?c? sin 2(y + 0) 
8)! (24 - 3) sin 2(7 + 


Die Einführung der Zirkulationen in ihrer Abhängigkeit von 
den Staupunkten verschieben wir bis zum Schlusse der Arbeit, 
da wir erst dann alles beisammen haben, um eine explizite 
Formel fiir das Moment zu erhalten. 

Wir fassen unser Ergebnis zusammen. Zu jedem Konturen- 
paare gehören vermöge der Abbildungsfunktion z =  (t) zwei 
nach Größe und Lage bestimmte Kreise und auf der Peri- 
pherie dieser Kreise je ein Bildpunkt der Profilspitzen. Die 
Größe des Auftriebes (32) der beiden Profile ist bestimmt 
durch die Kreise und durch die Bildpunkte der Profilspitzen. 
Allerdings enthält die Auftriebsformel nicht die unmittelbaren 
Kreiskonstanten, sondern die nach (17) leicht aus diesen zu 
berechnenden Konstanten | '2,[,&,@ und #. Hinzu kommen noch 
die Winkel y,* und y,*, die die Bildpunkte der Profilspitzen 
auf den Kreisen K, und} K, festlegen. Insgesamt ist die Größe 
des Auftriebes durch diese sechs wesentlichen Parameter fest- 
gelegt. Die Bestimmung des Momentes erfordert außerdem 
noch die Kenntnis des Koeffizienten a, der Entwicklung der 
Abbildungsfunktion um den unendlichfernen Punkt. 


Formulierung des Problems der konformen Abbildung. 
Aufstellung der Abbildungsfunktion 


Alle unseren bisherigen Bestimmungen hängen von der 
noch nicht bekannten Abbildungsfunktion ab. Wir wollen 
dieses Problem in Angriff nehmen. 

Es ist eine Funktion z = g(f) gesucht, die die Profile auf 
zwei Kreise und die Ste mit Entsprechen der Un- 
endlichfernen konform aufeinander abbildet. Die Umkehr- 
funktion wird diese Abbildung wieder rückgängig machen. 
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Es sind zwei völlig verschiedene Wege gangbar, die beide 
die Lösung des Abbildungsproblems zum Ziele haben. Die 
unmittelbare Aufgabe der konformen Abbildung wäre die, ein 
zeichnerisch vorgegebenes Paar von Profilen auf zwei Kreise 
abzubilden und die dies leistende Abbildungsfunktion zu be- 
stimmen. Insbesondere wären die Parameter zu suchen, die 
erforderlich sind, um Auftrieb und Moment zu berechnen. 
Diese Art der Lösung des Abbildungsproblems wollen wir 
nicht weiter verfolgen. Es erhellt, daß dieser Weg große 
Schwierigkeiten in sich birgt, wird doch nicht weniger verlangt, 
als zu zwei ohne greifbare mathematische Gesetzmäßigkeit vor- 
gegebenen Kurven die Abbildungsfunktion zu finden und die 
Abbildung auf die beiden Kreise durchzuführen. 

Wir schlagen den umgekehrten Weg ein. Die Umkehrung 
der obigen Fragestellung würde die sein, daß wir eine be- 
stimmte Abbildungsfunktion t = f(z) vorgeben, und durch An- 
wendung derselben auf zwei bestimmte Kreise ein Paar von 
Profilen konstruieren. Dann müssen aber die Abbildungs- 
funktion und die Kreise gewissen Bedingungen unterliegen, 
wenn die Abbildung eine Lösung unseres Problems sein soll. 

Zunächst müssen als Bilder der Kreise zwei getrennt 
liegende, sich nicht überschneidende geschlossene Kurven er- 
scheinen, die die allgemeinen Anforderungen an ein Profil er- 
füllen. Ferner müssen die Außengebiete eindeutig konform 
ineinander übergehen und die unendlichfernen Punkte sich 
entsprechen. Es dürfen also im Außengebiete keine singulären 
Punkte sich befinden. Sämtliche singuläre Stellen der Ab- 
bildungsfunktion müssen im Innern der Kreise liegen mit Aus- 
nahme von zweien und nur zwei singulären Punkten, wovon 
je einer auf dem Rande von K, und K, liegen muß, damit 
die Profile eine scharfe Hinterkante bekommen und daher die 
Zirkulationen eindeutig bestimmt werden können. 

Bei dieser Fragestellung sind die Auftriebsgrößen vor- 
geschrieben und das Profilpaar, welches diesen Auftrieb ver- 
wirklicht, wird gesucht. 

Uns interessiert in dieser Arbeit lediglich die Abbildung 
zweier vorgegebener Kreise auf zwei Strecken. Der Übergang 
zu wirklichen Profilen, d. h. Kurven, die nur eine Spitze 
haben, geschieht dann so, daß dieselbe Abbildungsfunktion 
verwandt wird, daß aber die abzubildenden Kreise so gelegt 
werden, daß ihre Peripherien je nur einen Verzweigungspunkt 
enthalten. 

Für die Auffindung der Abbildungsfunktion benutzen 
wir die Kenntnis der Strémungsfunktion um zwei Kreise. 
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Setzen wir in (13) J’ = =v, =0, so wird die Strömungs- 
funktion 


(86) F(@) = 2@) =— 2u,.[% + 28) 


die die zirkulationsfreie Strömung um zwei Kreise mit der 
Geschwindigkeit — u im Unendlichen darstellt. Es sei aus- 
drücklich hervorgehoben, daß diese Strömung nicht die ein- 
fache Ausweichströmung um die Kreise ist, da diese von Null 
verschiedene Zirkulationen um die einzelnen Kreise besitzt). 
Bezeichnen wir mit t = f(z) die gesuchte Abbildungsfunktion, 
so wird hierdurch die Strömung in eine t-Ebene verpflanzt. 
Diese Strömung hat im Unendlichen dieselben Geschwindig- 
keitsverhältnisse und soll eine Strömung um zwei horizontale 
Strecken sein. Das ist aber die einfache Parallelströmung 
F* (i) =— Unt; 

da ja Stücke von Stromlinien als feste Körper angesehen werden 
dürfen. Es kann und darf Übergang in Parallelströmung ge- 
fordert werden, da die Einzelzirkulationen sowohl um die Kreise 
als um die Strecken verschwinden. 

Dann ist aber die Abbildungsfunktion sofort gefunden. 
Für die komplexe Geschwindigkeit der t-Ebene gilt 

dF dz 


©)» 


folglich 
dt 1 dF 


dz” wu, dz’ 
Die Integration liefert mit (36) 
3) t=2 2,60 + 26) — Z| + const. 


Damit ist die Funktion gefunden, die die Kreise K, und K, 
in zwei Strecken überführt und die AuBengebiete bei Ent- 
sprechen des Unendlichen konform ineinander abbildet?). Daß 


1) Vergleiche über die Existenz einer solchen ausgezeichneten 
Strömung: W. Müller, Systeme von Doppelquellen in der ebenen 
Strömung, insbesondere die Strömung um zwei Kreiszylinder, Ztschr. f. 
angew. Math. u. Mech. 9. S. 200. 1929. 

2) Nach Einreichung dieser Arbeit wurde mir nachstehende Ab- 
handlung Carlo Ferraris bekannt: „Sulla trasformatione conforme 
di due cerchi in due profili alari‘‘ Memorie della R. Academia delle 
science di Torino, Serie II, Vol. LXVII N.2. Die dort unter (8) an- 
geführte Abbildungsfunktion unterscheidet sich von (37) bzw. (42) bis 
auf Bezeichnungen nur durch die Konstante 2%, ¢(28). Abgesehen von 
der anderen Art der Ableitung liegt das Schwergewicht der vorliegenden 
Arbeit auf der Berechnung der Kräfte auf einen Doppeldecker, worauf 
Ferrari nicht eingegangen ist. 
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die Funktion die entsprechenden Eigenschaften besitzt, kann 
auch unmittelbar an ihr festgestellt werden. Die Integrations- 
konstante in (37) bestimmen wir so, daß das Unendliche sich 
genau entspricht. Wir entwickeln (37) um den Punkt t = oo, 
was ohnehin zur Bestimmung des Momentes und zur Bestätigung 
der Annahme 


erforderlich ist. 
Wir müssen also (37) zunächst um Z=0 entwickeln. 


Unter Verwendung des Additionstheorems der ¢-Funktion und 
der Reihe für ¢(Z) um Z = 0 


+ 
findet man leicht 
t= 2,4 — 22,229) + [22 p(2f) — Z+-+++ + const. 
Ersetzen wir Z durch z gemäß der Reihe 
za 
i= 
so gilt um den fernen Punkt 


(38) t= z+ 22, (22, 


wenn wir die Integrationskonstante zu 22,5(2/) annehmen. 
Bilden wir die Umkehrung 
= 4 1 1 
(39) z= t— 22, (22, — + 
so sehen wir, daß die Abbildungsfunktion im Unendlichen die 


verlangten Eigenschaften hat. Gleichzeitig haben wir den 
Koeffizienten 


(40) a, =— 2z, (22,7 (2A) - -53) 


bestimmt. 

Wir werden zunächst den Fall gleich langer Strecken be- 
handeln. Indem aber die gegenseitige Lage der Strecken be- 
liebig ist, gehen wir in einem wesentlichen Punkte über die 
Kuttasche Behandlung dieses Problems hinaus, der ja nur die 
Strömung um genau hintereinander- oder übereinanderliegende 
Strecken erledigte‘). Diese werden sich als die einfachsten 
Spezialfälle ergeben. Durch die beliebige Lage der Strecken 
haben wir die Staffelung des Doppeldeckers erfaßt. 


1) Vgl. Fußnote S. 37. 
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Strecken gleicher Länge 


Es ist bereits früher gesagt worden, daß es untunlich ist, 
von zwei gegebenen Strecken auszugehen und die Parameter, 
die für die Kraftwirkung maßgebend sind, aufzusuchen. Viel- 
mehr gehen wir von einer Strömung um zwei Kreise aus, be- 
stimmen die Parameter und suchen die Strecken, die diesen 
Auftrieb verwirklichen. Die dies leistende Abbildungsfunktion 
ist uns bekannt. Es liegt in der Natur des Problems, daß 
die Durchführung nicht so einfach ist, wie in der Theorie des 
Eindeckers. Es wird leider zur Wahrheit, daß man die Strecken 
wirklich suchen muß. 

Um zu gleichen Strecken zu gelangen, müssen die vor- 
gegebenen Kreise K, und K, den gleichen Radius R haben. 
Ihre Lage sei bestimmt durch die Koordinaten ihrer Mittel- 
punkte (a,, b,) bzw. (—a,, —6,). Aus diesen unmittelbaren 
Kreiskonstanten berechnen wir nach (17) dieKonstanten«, 2, 2,, Yo, 
die in die Abbildungsfunktion eingehen. 

Für gleich lange Strecken ergibt sich insbesondere « = ß. 

Vermöge der Beziehung (1) entsprechen dann den KreisenK, 
und K, die Geraden X = 8 und X = — f; man erhält bereits 
das ganze Bild der Kreise für Stücke dieser Geraden von der 
Länge 2a”. Das Bild des Kreises K, in der Z-Ebene sei 


Z=@+%g, für 
(41) dasjenige des Kreises K, 

Z,=-P+ig, fir —azS9,572. 
Die Funktion 
(42) + 2,508) 
vermittelt dann insgesamt eine Abbildung der z-Ebene in die 
t-Ebene, wobei die beiden Kreise in zwei Strecken übergehen. 
Wir stellen diese Eigenschaft der Funktion unmittelbar an ihr 
selbst fest und bestimmen die Strecken. 


Die Verzweigungsstellen der Abbildungsfunktion sind durch 
die Gleichung 


t 27%] dZ 
29-22 - = 0 


zu dz 


gegeben. Die Nullstellen dieser Gleichung sind zu suchen. 
Wir können uns auf die Gleichung 


(43) 2,p (2 + 28) — 4, p(Z) = 


beschränken, da dZ/dz an den in Frage kommenden Stellen 
sicher nicht Null oder Unendlich ist. An eine exakte Auf- 
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lösung dieser Gleichung ist nicht zu denken; sie kann nur 
durch Probieren gelöst werden. Wir können aber die Anzahl 
der Nullstellen sofort angeben. Die p-Funktion hat einen 
zweifachen Pol. Folglich hat (43) einen zweifachen Pol im 
Punkte Z=0 und im Punkte Z=— 28; die Anzahl ihrer 
Nullstellen ist demnach vier. 

Für den Spezialfall hintereinanderliegender Kreise ergibt 
sich die Auflösung leicht. Ist y,= 0, so wird (43) einfach 


(44) p(Z + 28) = p(Z). 
JS 


0 + +2 f x 


Fig. 2. Zum Spezialfall hintereinanderliegender Strecken 


Die Figur führt zu der Vermutung, daß 
X=-P,Y=0; X=—8, Y=ia; 
Y=0; X=ß, 


die Verzweigungsstellen bestimmen. Die Einsetzung bestätigt 
diese Vermutung. Wir stellen fest, daß die Bildpunkte dieser 
Verzweigungspunkte alle auf den Rändern der Kreise liegen. 
Im Außengebiet sind keine vorhanden. 

Die Abbildungsfunktion (42) reduziert sich für y,= 0 auf 


4) 
Was geschieht mit den Kreisen, wenn sie dieser Abbildung 
unterworfen werden? Für Z=—@+ iq, erhalten wir das 
Bild von K,. Es gilt unter Verwendung des Additionstheorems 
der ¢-Funktion 

my, + in, = 22, 
Da nun für reelle Werte @ die Funktionen £, p’ und p im 
Falle eines Periodenrechtecks selbst reell sind, und außerdem p 
für rein imaginäre Werte des Arguments’), folgt 


(45) 


n,= 0, 
47 ; 
(47) m = 22, |- 229-9 +28). 


1) Burkhardt-Faber, Elliptische Funktionen, § 23, 3. Auflage, 
Berlin und Leipzig 1920. 
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Wegen n,=0 liegt das Bild von K, auf der reellen Achse. 
Eine genauere Diskussion von m, — wobei besonders zu 
beachten ist, daß die p-Funktion für positives und negatives 
Argument denselben Wert annimmt — zeigt, daß der Kreis K 
auf eine doppelt durchlaufene Strecke zusammengedrückt wird 


|, 
von der Länge | 
In entsprechender Weise findet man als Bild des Kreises K, 
= 0, 
(48) 


Diese Strecke ist das Spiegelbild der anderen Strecke an der 
imaginären Achse, da gegenüber dieser alle Vorzeichen ver- 
tauscht sind. 

Im Falle genau übereinanderliegender Strecken liefert (43) 
mit z,= 0 für die Verzweigungspunkte die Gleichung 


(49) p(2) + p(Z + 28) 


Haben wir eine Lösung Z = — 8 + 1 g* dieser Gleichung ge- 
funden — ein Anhaltspunkt ist, daß di ie entsprechende Stelle 
Staupunkt der Kreisströmung ist — so sind sofort alle vier 
Lösungen der Gleichung gegeben. Diese sind 


Brig; —B—tg*; Brig*s B—tg*, 
wie man durch Einsetzen und Umformen sofort bestatigen kann. 
Die Abbildungsfunktion (42) wird mit 2, = 0 


C(Z + 
(00) _ Ye Z—2iyn,. 


Als Bild von K, erhalten wir mit Z=— # + ig, nach Spal- 
tung in Real- und Imaginärteil 


28m 


Die durch 9, =+ g* bestimmten Punkte ergeben die End- 
punkte der Binde, Man erkennt, daß die Strecke ihren 
Mittelpunkt auf der imaginären Achse hat; ihre Länge ist 
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Bei Durchlaufen des Kreises K, wird die Strecke zweimal 
durchlaufen. 

Als Bild des Kreises K — Z=ß+tig, — erhalten wir 
denselben Realteil; es ist also m,=m.. 

Für den Imaginärteil gilt 


in, =— im) =—in,. 
Nun liefert aber die Legendresche Relation =e -in=- 3 
und damit 
(53) M = Yi M=—Y- 


Die Entfernung der beiden Strecken ist demnach 2y,. Da 
der Fluß gegenüber konformen Abbildungen invariant ist, ver- 
langt Gl. (11) bereits diese Entfernung der Strecken. 

Wir gehen zu gestaffelten Strecken über. Unter der An- 
nahme, daß Z=f#-+ig* Lösung der Gl. (43) ist, daß also gilt 


(64) (8 — ip*) — 2 p(B + = 


folgt, wie man leicht feststellen kann, daß auch —# —ig* 
die Gleichung befriedigt. Es ist nun aber nicht so, daß auch 
— ß+ig* Lösung ist. Es ist vielmehr eine dritte Lösung 
— +iw* aufzusuchen. Der vierte und letzte Verzweigungs- 
punkt ist dann bestimmt durch $ — i y*. 

Unterwerfen wir die Kreise K, und K, der Abbildung 
gemäß (42), so erscheinen als Bilder zwei gestaffelte Strecken S, 
und S,. Da alle Einzelheiten bereits in den behandelten 
Spezialfällen enthalten sind, geben wir nur das Resultat an. 


S, ist bestimmt durch 


und S, durch 


Die Entfernung der Strecken ist wiederum 2y,. Man stellt 
auch sofort fest, daß für entsprechende Punkte (p, = — 9,) 
auf den Kreisen m, + m, = 0 ist. Dann geht aber die Ver- 
bindungslinie der Streckenmittelpunkte durch den Koordinaten- 
ursprung. Die gleiche Länge der Strecken ist |m(g*) — m(— w*)|. 
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Um den Auftrieb dieser Strecken zu bestimmen, benötigen 
wir nach (30) mit y,* = y* und y,*= g* 


(56) M= N=M. 
Hiermit ergibt sich der Auftrieb nach (32) 
(62) A = 8m 0 |25||M| sin 7, 


wenn wir 4=:—e fordern. Diese Forderung müssen wir be- 

weisen. Mit (56) gilt für 4 

p G+ iy") 

— 

Fir Z = 8—ivy* und Z =— 8 liefert (43) die Gleichung 
ig 

Gehen wir hiermit in (58) ein, so zeigt sich 


cos 4 = = cos(+ 2). 


(8) cos4= 


Der Auftrieb folgt dem Sinusgesetz des Anstellwinkels. 
Im Falle hintereinanderliegender Strecken ist nach (45) 
v*=+n und y,*=0, sowie «= ß; es gilt in diesem Falle 


6) M-N- im 
Mit |z,| = 2, ist der Auftrieb zweier hintereinanderliegender 
Strecken 
(60) A=820|w,.|?2, Msiny. 
Zum Vergleich schreiben wir den Auftrieb A, einer einzelnen 
Strecke hin 
(61) A,= 420|w. Rsiny. 
Es ist nun interessant zuzusehen, wie der Auftrieb des Doppel- 
deckers bei Auseinanderriicken der Kreise in den doppelten 
Auftrieb des Eindeckers übergeht. Diesen Grenzprozeß führen 
wir an diesem Spezialfall durch. 

Der Abstand der beiden Mittelpunkte von K, und K, 
vom Koordinatenursprungspunkt möge ins Unendliche wachsen. 
Wir betrachten also den Grenzübergang a, = — a,—» oo. 
Der gemeinsame Radius R möge hierbei konstant bleiben. 
Wir vermuten nach (60) und (61) 

(62) lmz,M = R. 

a, co 
Aus (17) und (16) entnehmen wir, daß mit wachsendem a, Gin 8 
und damit @ ins Unendliche wächst. 
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Der vorzunehmende Grenzübergang ist also eine Ausartung 
des Periodenrechtecks, und zwar so, daß die Periode 2», = 48 
ins Unendliche wächst. Die andere Periode 2”: ist hierbei 
konstant. Wie verändern sich die Funktionen p und ¢, wenn 
das Periodenrechteck in obiger Weise ausartet? Die Theorie 
der elliptischen Funktionen zeigt), daß die Funktionen die 
einfache Form annehmen 


1 
1 
C(u) = cotg 


Unter Verwendung ig Ya nimmt (59) nach geringen 
Umformungen die einfache Gestalt an 

1 

Die beiden letzten Formeln von (15) liefern 2, = R&infß, und 
wir sehen, daß der Grenzübergang unsere Vermutung (62) be- 
stätigt. Der Auftrieb des Doppeldeckers geht für den Fall, 
daß beide Kreise sich nicht mehr stören, in den doppelten 
Auftrieb des Eindeckers über. 


Strecken ungleicher Länge 


Dieser allgemeinste Fall bietet im wesentlichen nichts 
Neues. Wir können uns daher kurz fassen. Als Abbildungs- 
funktion wird dieselbe Funktion verwandt, nur wenden wir 
diese auf Kreise mit verschiedenem Radius an. Die Kreise 
seien er Aus (17) berechnen wir die erforderlichen 
Konstanten. Gl. (43) liefert uns die Verzweigungspunkte. 
Gegenüber den Yekraieen Spezialfällen müssen bei gestaffelten 
Strecken ungleicher Länge sämtliche vier Verzweigungspunkte 
aufgesucht werden. Diese seien: 


(63) a+ig,*; «-iy,*; —B+ig,*; 
Der Kreis K, — Z=a+ig, — geht durch (42) in die 
Strecke 8, Lap die bestimmt ist durch 


n = 
m, (p,)= 27, [22 ) + vw —¢(2 a)| 


-p dp) 
| _ 44% mtn 
+ 2 y,i 2:69) - p (a) — 


fir - 
1) Burkhardt-Faber, $ 114. 
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wenn wir +ß)= und £(2«) + (28) = 2%, beachten. 
Als Bild von K, — Z=—8+%g, — erhalten wir in 
derselben Weise für den Imaginärteil 


in, =—2y,16(28) + 
und für den Realteil 
m, = 27, 220) + (8) 


a — pig) 


Die Entfernung der Strecken muß 2y, sein. Es muß die 
Gleichung bestehen: 

in, -in= 2 y,% 
oder durch Einsetzen der Werte: 


21, [ic 2a) + A) - +p] = 
und damit 
m, i — + B) =". 


Das ist die Legendresche Relation. Die Entfernung der 
Strecken beträgt 2y,. Alles weitere Wissenswerte über die 
Strecken kann durch (64) in Verbindung mit (63) ermittelt 
werden. 

Zur Berechnung des Auftriebes sei noch gesagt, daß die 
hinteren Staupunkte durch Z=« —iy,* und Z = — 8 — iw,* 
bestimmt sind, und hiernach M und N zu berechnen sind. 
Ebenso wie im Falle gleich langer Strecken stellt man 4 = — ¢ 
fest, und der Auftrieb hat dann die Größe 


(65) A =820|w,,|?|2,||M| sin y. 


Bei Behandlung der Spezialfälle sind wir auf das Moment des 
Auftriebes nicht eingegangen. Um Rechnungen zu ersparen, 
betrachten wir sofort den allgemeinen Fall. 

Die Formel (35) stellt das Moment noch nicht in der 
einfachsten Form dar. Wir müssen noch 7, + J, und J, in 
Abhängigkeit von den Staupunkten einführen. 

Mit den Abkürzungen (30) gilt für die Summe der Zirku- 
lationen 


(66) T, +I, = 82 |2,|\w,,|| sin y. 
Weiter ist 
(67) T,= 
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wenn wir J"’ nach (19) einführen. Zunächst müssen wir aber 
I’ durch die Winkel y und « nach (31) ausdrücken. Wir er- 
halten: 
= | (Op G+ iy,")e*—V +iy,*)e~**) sing 
wenn man beachtet, dab Z = a—iy,* und Z =— B-— iw* 
my Gl. (43) befriedigen und hiernach p (a —ty,*) und p(? — iw, 
n (19) ersetzt wird. Zur Abkiirzung ist geschrieben: 
(a — (@ + —1 + Di 
U(e, ß, W,", W,*) = 20 dal 
(69) 4 we! 
V (a, B, = — 20 ko: 
mit © nach (30). bi 
Führen wir in (68) die Phasenwinkel 4, und 4, ein, so gilt: ™ 
PB + ple + 
(70) - sin y sin (¢+ 4,) | 
ZI ;YOVsinesin(y + 4,) — + sin( + 8) ve 
und 
4, = arc cos + 
2VUVpB +iy,*)p + Be 
4, BAM | 
= arc cos - 
| ayuv 
Der Koeffizient a, = — c?e?i? der Entwicklung der Um- mit 
kehrung der Abbildungsfunktion um das Unendliche ist durch ein 
(40) gegeben. Wir könnten hiernach c und Ö berechnen. Es Fa! 
ist aber übersichtlicher, mit dem Werte (40) für a, die Ww," 
Momentenformel abzuleiten. Man erhält so für den ersten unc 
Summanden von (35) 
4m [2 p(2 A) sin 27 — 
+ — sin 27) — 27+ 9 
Gehen wir nun mit den gefundenen Werten für J, + I, und 
I, unter Beachtung von (70) und (71) in (35) ein, so erhalten unt 


wir endgültig für das Moment: 
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M, = 420 + —) sin27 
— (= + +9 


+ 8iVUV p(B +iy,*)p(@ + 
- cos(y +) sin(s + 4,) sin 7 
24 i VUV cos (y + 8) sin (y + 4,) sin e 


+ 2|M| —20(28) + 1) cos (y + &)sin 


Diese Formel ist etwas unübersichtlich. Man bedenke aber, 
daß wir hiermit den allgemeinen Fall erfaßt haben. Bei Ver- 
wendung der Abbildungsfunktion (42) gilt diese Formel für 
alle Paare von Profilen, die durch (42) konstruiert werden 
können. 

Der Hebelarm h der Auftriebskraft ist nach (73) in Ver- 
bindung mit (65): 


EA 24 A, 1) sin27 +8) 
=*) cos y — (4 + 3) sin 7 


+43 /UV p(8 + pie 4,) 
(74) A 
+4iy Uv— 


sin 7 


+ |M| (468. +1) cos +9] 


Bezeichnen wir mit h, = —— die Abszisse des Durchstoß- 
punktes der Auftricbskraft iy a die reelle Achse, so geht 
eindeutig aus (74) hervor, daß dieser Punkt im allgemeinen 
mit dem Anstellwinkel y wandert. Diskutieren wir (74) an den 
einzelnen Spezialfällen näher. Betrachten wir zunächst den 
Fall hintereinanderliegender Strecken. Mit |z,|= 2, 0, 
y,*= +a und y,*=0 fallen in (74) einige Ausdrücke weg 
und wir erhalten 


h= 008 7 
(75) + 4iy U (a, n, 0) V (@, ß, 7, 0) p(P)p(« + in) sin 4, 
+M(*% -2:e9+1)] 


unter Berücksichtigung, dad M=M ist. Man sieht: Bei 
hintereinanderliegenden Strecken ist der Durchstoßpunkt der 
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Auftriebskraft durch die reelle Achse vom Anstellwinkel un- 
abhängig. Haben die Strecken gleiche Länge, so verschwindet 
außerdem noch der letzte Summand auf Grund der Legendre- 
schen Relation, da dann ¢(2 8) = £(w,) = n, ist. 

- genau übereinanderliegenden Strecken, also |2,| = y,, 


e= > gilt fiir den Hebelarm 

=n (erea+ 3) 008 y 

+4: YUV pip + iw,*)p(@ + ty,*) cos 4, (— siny) 
+ 4iVUV + (— sing + 4,) 


+ — 1)(- sin 


Wir folgern: Die Größe h, ist mit dem Anstellwinkel ver- 
änderlich. Dies gilt für Strecken verschiedener Länge. 

Bei „übereinanderliegenden Strecken gleicher Linge ist 
w,*= w,* und «=. Dann verschwindet zunächst der letzte 
Summand von (76); es ist aber außerdem, wie man leicht 
nachprüf, M=—- Y=— N und U= —V. Hieraus ergibt 


sich nach (71) 4, = 4,= und (76) wird einfach 


+402]. 


Wir stellen fest, im Falle übereinanderliegender gleich 
langer Strecken ist h, ebenso wie bei hintereinanderliegenden 
— allerdings hier auch fiir ungleich lange Strecken — vom 
Anstellwinkel nicht abhängig. In allen anderen Fällen ver- 
ändert sich h, mit dem Anstellwinkel. Wie die Veränderung 
näher stattfindet, zeigt Formel (74). 


(76) 


(77) 


Kraft und Moment der Einzelflügel 


Die beiden Profile seien F, und F, mit den Zirkulationen 
T, und T,. T, ruft am Orte von F, und T, am Orte von F, 
eine Zusatzgeschwindigkeit b’ bzw. v” hervor, die sich mit der 
Geschwindigkeit im Unendlichen —w, zu der veränderten 
Anströmgeschwindigkeit », bzw. b, zusammensetzt (vgl. Fig. 3). 
Nach der Figur gilt für 


(22 
| We | Ft) = ei 4 
re 
(78) und für 


v, = | wa + +e) = 


x 
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T, und J, sind aus (66) und (70) zu entnehmen: d ist der 
Abstand der Mittelpunkte der zu dem Profilpaar gehörenden 
Kreise. 

Man berechnet leicht v, und v,, sowie d, und d, aus den 
gegebenen Größen. 


wy 


Fig. 3. Veränderung der Anstrémgeschwindigkeit durch 7, und J, 


Die Anwendung des Kutta-Joukowskyschen Satzes auf 
die Einzelprofile liefert für die Kräfte ®, und ®,, die die 
Strömung auf F, und F, ausübt, die einfachen Ausdrücke 


(79) Te (4-7) 
und 
(80) 


Diese Kräfte stehen nicht auf der Geschwindigkeit im 
Unendlichen — w„ senkrecht, sondern auf der durch die Zusatz- 
geschwindigkeiten veränderten Anströmgeschwindigkeit. Ihre 
Summe ergibt den Gesamtauftrieb, und dieser steht erst auf 
— Ww. senkrecht. 

Um einen Ausdruck fiir das Moment der Einzelprofile zu 
erhalten, greifen wir auf die zweite Blasiussche Formel 


(81) (v = 1,2) 


zurück. Da der Integrand — @ = “7 W mit W nach (19) 


und 5 durch Differentiation von (42), sowie ¢ nach (42) — 


nur in Abhängigkeit von Z gegeben ist, wird man die Inte- 
gration in Z durchführen. 
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Berechnung der Druckverteilung über die Strecken; ein Beispiel 


Um den Druck in einem Punkte der Strömungsebene zu 
berechnen, ist die Kenntnis der dort herrschenden Geschwin- 
digkeit erforderlich. Die Geschwindigkeit w in der Ebene der 
Strecken ist nun nicht in Abhängigkeit der Variabeln ¢ dieser 
Ebene gegeben; trotzdem ist eine Berechnung derselben in den 
einzelnen Punkten möglich. 

Unterwerfen wir zwei vorgegebene Kreise K, und K, in der 
z-Ebene der Abbildung nach (64), so erscheinen zwei Strecken 8, 
und S, in der t-Ebene. Hiermit ist eine eindeutige Zuordnung 
der Streckenpunkte zu den Kreispuakten gegeben. Setzt man 
Z=a+ig, und Z=—f£+%¢q,, so werden die Strecken 
zweimal durchlaufen, wenn g, und g, von —a bis +2 
wandert. Ist diese Zuordnung vollzogen, so gewinnt man 
nach tee (42) die Geschwindigkeit » längs der Strecken aus 


- (2+ 28) +20, 0 P(A) — p(Z+28) +iK 


(82) 
2 = (2) - 27 | 


Für die rechnerische Durchführung ist es vorteilhafter, die 
Koordinaten z, und y, der Ursprungspunkte der beiden Polar- 
systeme, sowie « und £8 vorzugeben, da hiermit sofort die 
vertikale Entfernung zu 2y, bekannt ist. Weiter kann dann 
« und # so gewählt werden, daß ihre Summe den Wert z hat. 
Hiermit wird die Allgemeinheit des physikalischen Problems 
nicht berührt und die Mannigfaltigkeit der möglichen Strecken 
nicht allzuviel eingeschränkt. Das Periodenrechteck ist aber 
dann wegen (8) ein Quadrat. In diesem harmonischen Falle 
gelten die einfachen Beziehungen 


Py =— PQ; 
wodurch die Rechnung wesentlich vereinfacht wird. 

Ich habe die Rechnung an einem Zahlenbeispiel durch- 
geführt. Es wurde gewählt ,= 1; y,= 4; «= 1,3562 und 
ß = 1,1854. Zunächst sind die Verzweigungsstellen der Ab- 
bildungsfunktion, also die Nullstellen von (43) zu suchen. 
Nach den Bezeichnungen (63) sind g,*, y,*, g,* und w,* auf- 
zusuchen. Man wird zunächst mit nicht großem F ehler ihre 
Werte auf Grund der Tatsache schätzen, daß die entsprechen- 
den Punkte auf den Kreisen Staupunkte einer Strömung mit 
horizontaler Geschwindigkeit im Unendlichen und verschwinden- 
den Einzelzirkulationen sind. Dann berechnet man sich die 
p- und p’-Funktion für Argumente in der Nähe dieser Werte 
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und spaltet pe +igp)=aFbi und p@+tig,)=cF di 
mit Hilfe des Additionstheorems in Real- und Imaginirteil’). 
Die Bedingung (43) nimmt dann eine sehr einfache Form an, 
die leicht durch Probieren zu befriedigen ist, wenn man die 
entsprechenden Werte für Real- und Imaginärteil durch Inter- 
polation aus den berechneten ermittelt. Man findet: 
g,* = 0,879; w,* = 1,298; 9,* = 1,462; w,* = 1,070. 

Formel (64a) bzw. (64b) liefert die Zuordnung gy, und gy, 
zu den Streckenpunkten; ihre Anwendung auf die vorhin er- 
mittelten Werte gibt die Endpunkte der Strecken. 


= 43339 
My (9 *)= $893 
ead 3486 
Me 3667 
1833 
Ml =- 4789 


wa My (1, 451 hy 2,22 


\| Mol 106; 428), 
7 


2 
Fig. 4. Verteilung des Druckes — p=p, +1 — 
längs der einzelnen Strecken. Einheit = I cm 


2 


Wir lassen von rechts unter dem Anstellwinkel — 10° an- 
strömen; die Größe der Geschwindigkeit sei Y2. Aus (18) findet 
man - Z’=T,+T, = 10,450. Nachdem aus (19) 7” = 3,401 
bestimmt ist, erhält man aus (12) K =— 1,222. Aus Gl. (82) 
ergibt sich dann die Geschwindigkeit in den einzelnen Punkten. 
In obenstehender Zeichnung sind die Strecken mit den zu- 


1) Zur Berechnung der p- und p’-Funktion sei hingewiesen auf 
Milne-Thomson, Die elliptischen Funktionen von Jakoby, 1931. 
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gehörigen Kreisen eingezeichnet. Die Druckkurven sind so auf- 
getragen, daß die Strecken selbst den ungestörten Druck p, 
darstellen. 


Zusammenfassung 


Die allgemeinste Potentialstrémung im Außenraum zweier 
Kreise mit beliebiger Lage und Größe bildet die Grundlage 
einer Theorie der ebenen Strömung um den Doppeldecker. 
Mittels der Weierstrassschen Funktionen wird im Anschluß 
an Lagally die diese Strömung erfassende Strömungsfunktion 
aufgestellt; die Zirkulationen werden durch den Joukowsky- 
schen Gedanken bestimmt. Unter Verwendung der Fundamental- 
reihe der Geschwindigkeit finden wir allgemeine Formeln für 
Auftrieb und Moment des Doppeldeckers. Weiter wird die Ab- 
bildungsfunktion abgeleitet, die das Außengebiet der beiden 
Kreise in das Außengebiet zweier Profile konform abbildet. 
Der spezielle Fall der Streckenprofile wird näher ausgeführt 
und Auftrieb und Moment derselben diskutiert. Die punkt- 
weise Berechnung der Druckverteilung längs der Strecken wird 
an einem Beispiel zahlenmäßig durchgeführt. Endlich sind 
noch Ausdrücke für Kraft und Moment der Einzelflügel an- 
gegeben. 


Göttingen. 


(Eingegangen 3. August 1934) 
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Über die Bestimmung der Massenveränderlichkeit 
des Elektrons an schnellen Kathodenstrahlen 


Von H. Starke und M. Nacken 
(Mit 1 Figur) 


Es werden die relativen Verfahren zur Bestimmung der Massen- 
veränderung des Elektrons besprochen, bei welchen ohne Ausmessung 
der Ablenkfelder Strahlen verschiedener Geschwindigkeiten verglichen 
werden. Tabellarische Übersichten über die gegenseitige Abhängigkeit 
der Meßgrößen nach der Lorentzschen und Abrahamschen Theorie 
zeigen, daß in allen Fällen die Genauigkeit der Entscheidung zwischen 
diesen Theorien mit wachsender Strahlgeschwindigkeit nicht unbegrenzt 
zunimmt, sondern jeweils einen Höchstwert erreicht. Dieser liegt bei 
rund 500 kV Strahlspannung. 


1. Die rechnerischen Grundlagen 
Für die Abhängigkeit der longitudinalen Masse jf, der 


transversalen Masse u und der kinetischen Masse (u) im Ver- 
hältnis zur Ruhemasse u, des Elektrons von der Geschwindig- 


keit? = z gelten nach der Abrahamschen Theorie des starren 


und nach der Lorentzschen Theorie des deformierten Elektrons 
folgende Formeln: 


3 ‚3,0208 
Me 
+ 1+ 
(1) = 2B Abraham, 
(u) 73 1+ 
9-" 
(2) — Lorentz. 
= — — 1] 


Longitudinale und transversale Masse sind aus der Impuls- 
änderung definiert, welche das Elektron bei längs und quer 
zu seiner Bewegung gerichteter Kraft erfährt. Die kinetische 
Masse ist dadurch definiert, daß sie, mit dem halben Quadrat 
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der Geschwindigkeit multipliziert, die kinetische Energie des 
Elektrons darstellt. Die Lorentzschen Formeln (2) sind be- 
kanntlich auch von Einstein aus den Grundannahmen der 
speziellen Relativitätstheorie abgeleitet worden. Genau die 
gleiche Abhängigkeit der drei formulierten Massengrößen von 
der Geschwindigkeit erhält man aber auch auf einem sehr 
einfachen und allgemeinen Wege nach Hasenöhrl, wenn man 
den Maxwellschen Strahlungsdruck als Impuls einer bewegten 


Masse auffassend, der Strahlungsenergie und verallgemeinernd 
jeder Energie eine Masse m = = zuschreibt}). 


Ist U die erzeugende Spannung des Elektronenstrahls, 
so gilt ferner allgemein: 


2 
ze abs. Einh. 
Ho 


Setzen wir als den zur Zeit bestgeltenden Wert 
= = 1,7592 . 107 elm Einh./g?) 


0 
und c = 3- 10'cm/sec, so ist 


(3) U = 255 798,1 Volt, 
also 
1 1 
(8) U, = 3+ 255798,1 - Volt, 
(3b) U, = 2-255 798,1[(1 — 99-%— 1] Volt. 


Die Tabellen 1—3 sind Zahlenübersichten über die aus den 
genannten Formeln sich nach beiden Theorien ergebenden 
Werte der drei Massenverhiltnisse, sowie von U in Abhingig- 
keit von #. Tab. 4 gibt nochmals besonders den Verlauf der 
transversalen Masse in kleineren Abstufungen von f. Die 
Zahlen sind mit Hilfe einer 16stelligen Rechenmaschine ge- 
wonnen und mehrfach überprüft worden und zwar in Stufen, 
die für eine Kurvenzeichnung hinreichend großen Maßstabs 
genügend klein bemessen sind. Wir halten die Mitteilung 
dieser Zahlenübersichten deshalb für gerechtfertigt, weil sie 
sonst in der Literatur über den Gegenstand nicht in aus- 


1) Vgl. hierüber z. B. P. Lenard: Über Äther und Uräther. 
Leipzig 1922; F. Wolf: Die schnellbewegten Elektronen, Fr. Vieweg 
1925. 

2) R. T. Birge, Phys. Rev. [2] 42. S. 736. 1932. 
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Tabelle 1 
Nach Lorentz 


0,00 | 1,00000 1,00000) 1,00000 — [0,50 | 1,53960) 1,15470| 1,23761| 0,93 
0,05 | 1,00376 | 1,00125| 1,00189 0,55 | 1,71666 1,19736| 1,30487| 0,92 
0,10 | 1,01519 | 1,00504 1,00756 — |0,60 | 1,95312| 1,25000 1,38889| 0,90 
0,15 | 1,03472 | 1,01144 1,01720 — 10.65 | 2,27862| 1,31590) 1,49540| 0,88 


0,20 | 1,06315 | 1,02062) 1,03105 0,99 | 0,70| 2,74565 1,40028) 1,63380) 0,86 
0,25 | 1,10165 | 1,03280 1,04947| 0,984] 0,75 | 3,45567| 1.51186) 1,81994 0,83 
0,30 | 1,15196 | 1,04828  1,07300 0,98 | 0,80) 4,62963| 1,66667| 2,08332 0,80 
0,35 | 1,21655 | 1,06752) 1,10238 0,97 | 0,85 | 684079] 1,89832| 2.48669) 0,765 
0,40 | 1,29892 | 1,09009 1,13861/ 0,96 | 0,90 12,07451| 2,29416| 3,19545| 0,71 
0,45 | 1,40412 1,11978 1, 1 18906 0,96 0,95 32,84680| 3,20256 488103 0,66 
1, on om 


Tabelle 2 
Nach Abraham 


| | | | |B | malty 


ulm | 
— [0,5 | 1,91303] 1,23676| 1,36875/0,91 
0,05 | 1,00301 | 1,00100| 1,00150| — |0,70 | 2,20954| 1,29507 1,46326 (0,89 
0,10 | 1,01213 | 1,00403 1,00604 — 10,75 2,63578| 1,36932| 1,58546 0,86 
0,15 | 1,02775 | 1,00892) 1,01288 0,80 | 3,29183| 1,46737| 1,74966 0,84 
0.20 | 1,05016 | 1.01642| 1.02469 0,99 |0,85 | 4.41358| 1,60421 1,98365 0,81 
0,25 | 1,08044 | 1,02601 1,03911| 0.987 0,90 6,71733| 1,81555| 2,35481) 0, 77 
0,30 | 1,11948 | 1,03824 1,05843 0,98 0,95 |13,84192 221749 3,08539 0,72 
0,35 | 1,16916 | 1,05325| 1,08061| 0,974 | 0,965 244069) 3,5018010,695 
0,40 | 1.23146 1,07147| 1,10851) 0,966 | 0,97 2.53359| 3,673920,69 
0,45 | 1,30968 | 1,09343| 1.14239| 0,955 | 0,98 2'80825| 4,199560,665 
0,50 | 1,40833 | 1,11980| 1,18335) 0,945 | 0,99 3.28556| 5,12208 0,635 
0,55 | 1,53403 | 1,15150| 1,23302 0,93 | 0,999 4,96020, 8,42877 10,59 
0,60 | 1,69680 | 1,18977| 1,29379| 0,925 | 0,9999 


0,00 | 1,00000 | 1,00000| 1,00000 


6, 67892, 11 ‚35902, 0, 56 


reichendem Maße anzutreffen und auch für die weiteren Über- 
legungen von Bedeutung sind. Die Zahlen betreffen nur die 
rechnerischen Ergebnisse der beiden genannten Theorien. 
Von einer Wiedergabe für die Bucherersche Theorie des 
bei konstantem Volumen deformierbaren Elektrons ist ab- 
gesehen worden. 

Sucht man das Verhältnis u/u, der transversalen Masse 
zur Ruhemasse als Funktion der Voltgeschwindigkeit U, so 
ergibt sich nach der Lorentzschen Theorie eine lineare "Ab- 
hängigkeit. Es ist: 


255798,1 - ld — 9 ~"h_ 1) 
= 1,95476 - 107*/Volt. 
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Tabelle 3 
U, — U 
ß Ujorentz U,praham |a = 100 1) : U, -10°| p 
U, Mo A 
0,05 640,7 640,45 < 
0,10 2577.3 | 25734 4 
0,15 58544 | 58296 | 
0,20 10 550 10 484,5 _ 1,56612 — 
0,25 16 778 16 613 == 1,56570 _ 
0,30 | 24702 24 367 ~ 1,56934 ai 
0,35 34 543 33 861 — 1,57261 _ 
0,40 | 46600 45 369 ies 1,57530 “a 
0,45 | 61281 59 175 ie 1,57888 « 
0,50 | 79144 75 675 4,399 1,58308 0,64 
0,52 | 87345,84| 83 143,41 4,825 _ bi 
0,54 | 96242501 91 171,35 5,275 _ _ 
0,56 105 907,06; 99 806,38 5,770 _ _ 
0,58 | 116424,97| 109 105,51 6,298 un. - 
0,60 | 127899,05| 119 134,05 6,850 | 1,58320 0,71 
0,62 140 450,03) 129 967,43 7,470 —_ - 
0,64 | 154219,13| 141 696,28 8,140 _ _ 
0,66 169 383,36) 154 424,59 8,84 —_ - 
0,68 186 150,12} 168 278,21 9,60 — _ 
0:70 | 204 781,21) 183 407,16 10,40 1,60880 1,25 
0,72 225 602,66) 199 994,54 11,39 —_ _ 
0,74 | 249020,47| 218 270,65 12,32 a = 
0,76 275 569,13) 238 513,13 13,00 _ — 
0,78 305 937,08) 261 081,73 14,62 
0,80 | 341063,79| 286 441,43 15,95 1,63164 1,57 
0,82 382 235,00) 315 208,89 17,50 | — = 
0,84 | 431 288,28] 348 225,96 19,27 
0,86 | 490955 | 386 681,4 21,25 ~ 
0,865 | 507 983 = 
0,870 | 526014 | 408 465,2 22,35 a - 
0,875 | 545 152 on ad 
0,880 | 565 494 432 328,5 23,58 -- _ 
0,885 | 587 197 
0,890 | 610399 | 458 647,7 24,85 ine 4 
0,895 | 635 310 nee 
0,900 | 662059 | 487908 26,38 1,67150 1,53 
0,910 | 722330 | 520751,9 27,85 ios pes 
0,920 | 793 768 558 051 29.75 — — 
0,925 | 834 826 578 736,7 | 30,70 — 
0,930 | 880276 601 034,3 31,70 _ — 
0,935 | 931 094 625 190 32,60 — = 
0,940 | 987918 | 663 941,8 32,78 so wl 
0,945 |1 052 582 680 375 35,40 _ _ 
0,950 |1126823 | 712287 36,80 1,70930 1,35 
0,955 11213239 | 747901 38,5 BR - 
0,960 11315533 | 788 106 40,0 ‘es je 
0,965 |1 439 200 834 153 42,0 Br we: 
0,970 |1 592 829 887 879 44,5 — — 
1 790 766 952 138 46,8 —_ — 
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Tabelle 3 (Fortsetzung) 


U,-T, 
B | Urorents U,prabam a = 100 U, - 10° 

0,980 2059271 1031 722 50,0 1,75269 

0985 2453244 1135 636 54,0 

0.990 3115013 |1284147 59,0 1,77980 0,68 

0,999 — [215175 | 1,84040 po 

09999 (3032908 | 1,87243 

Tabelle 4 
tr. tr. tr. tr. 
ß Mo Uo Mo Ho 
‚orentz Abraham orentz Abraham 

0,50 | 1,154701 | 1,1197965 | 0,875 | 2,065590 | ~ 
0,52 | 1,170732 | 1,1317724 | 0,880 | 2,105352 | 1,7181503 
0,54 | 1,188122 | 1,1446769 | 0,885 | 2,147775 Ben 
0,56 | 1,207013 | 1,1585904 | 0,890 | 2,193127 | 1,7641546 
0,58 | 1,227572 | 1,17361333 | 0,895 | 2,241820 aes 
0,60 | 1,250000 | 1,1898612 | 0,900 | 2.294104 | 1,8155516 
0,62 | 1,274533 | 1,2074644 | 0,910 | 2.411915 | 1,8735459 
0.64 | 1,301447 | 1,2265820 | 0,920 | 2,551551 | 1,9397803 
0,66 | 1,331088 | 1,2473992 | 0,925 | 2,631806 | 1,9766778 
0,68 | 1,363863 | 1,2701384 | 0,930 | 2,720647 | 2,0165769 
0,70 | 1,400279 | 1,2950676 | 0,935 | 2,819979 | 2,0599460 
0,72 | 1,440978 | 1,3225112 | 0,940 | 2,931051 | 2,1332663 
0,74 | 1,486752 | 1,3528842 | 0,945 | 3,057446 | 2,1595615 
0,76 | 1,538646 | 1,3866852 | 0,950 | 3,202563 | 2,2174911 
0,78 | 1,598005 | 1,4245653 | 0,955 | = 2,2824056 
0,80 | 1,666666 | 1,4673692 | 0,960 | au 2,3560081 
0,82 | 1,747142 | 1,5162210 | 0,965 u 2,4407007 
0,84 | 1,843025 | 1,5726649 | 0,970 er 2,5400138 
0,850 1,6043832 | 0,975 2,6594456 
0,860 | 1,959654 | 1,6388918 | 0,980 | or | 2,8082499 
0,865 | 1,992938 0,985 | 3,0038508 
0,870 | 2,028183 | 1,6766292 | 0,990 _ | 3,2855700 


Dieselbe Funktion (# _ 1) :U hat nach der Abrahamschen 


Theorie kleineren Zahlenwert und 


ist nicht konstant; 


zahlenmäßiger Verlauf ist in Tab. 3 mit angegeben. 


Die Abweichung vom Wert nach Lorentz ist bei 100 kV 
etwa 18°/, und nimmt mit steigender Spannung erst langsam, 
dann schneller ab, um erst bei Erreichung der Lichtgeschwin- 
digkeit zu verschwinden. 
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2. Die experimentellen Methoden 


Von den Untersuchungen, welche zur Entscheidung zwischen 
den Theorien der Massenveränderlichkeit des Elektrons aus- 
geführt worden sind, sollen als bevorzugte nur diejenigen be- 
sprochen werden, in welchen unter Verzicht auf eine absolute 
Ausmessung der ablenkenden Felder und eine Gewinnung der 
absoluten Beträge für Geschwindigkeit und spezifische Ladung, 
nur Strahlen verschiedener Geschwindigkeit messend verglichen 
werden. Bei diesen relativen Verfahren fallen alle Unbestimmt- 
heiten fort, welche sich aus den schwierigen Feldausmessungen 
und deren Korrekturen, welche niemals ganz exakt sein können 
ergeben. 

Ein solches Verfahren der Relativmessung ist von dem 
einen von uns angegeben, und die Massenveränderung des 
Elektrons damit erstmalig an Kathodenstrahlen bestimmt 
worden’), Die Geschwindigkeit der Strahlen und damit die 
Genauigkeit der Messungen waren damals indessen nicht groß 
genug, um eine Entscheidung zwischen den einzelnen Theorien 
treffen zu können. Dasselbe muß auch noch von den ein- 
gehenden nach gleichem Verfahren bis 80 kV erweiterten Mes- 
sungen von Guye und Ratnowsky und Guye undLavanchy?) 
gesagt werden. Auch hier sind die Abweichungen der Theorien 
noch zu gering, um einen Anspruch auf Entscheidung zugunsten 
der Lorentzschen Theorie bei scharfer Kritik zu rechtfertigen. 
Bei diesen Messungen wurden die zu vergleichenden Strahlen 
durch Verändern des ablenkenden Feldes auf gleiche Ablenkung, 
also gleiche Bahn (trajectoire identique) gebracht, was bei den 
erstgenannten Bestimmungen wegen der vorher experimentell 
festgestellten genauen Proportionalität zwischen Ablenkung 
und Ablenkfeld nicht erforderlich war. 

Die Grundlage des relativen Meßverfahrens ist folgende: 
Werden zwei Strahlen verschiedener Geschwindigkeit #, 6’ und 
dementsprechend verschiedener Elektronenmasse u, w durch 
Spulenfelder auf gleiche Bahn, d. h. gleiche Ablenkung gebracht, 
so verhalten sich die Ablenkfelder (Spulenströme) wie die jedem 
Strahl zugehörigen Produkte uf, d.h. 


u 
5 I ph (Vergleich magneti- 
m scher Ablenkbarkeit) 
Mo 


1) H. Starke, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 5. S. 241. 1903. 
2) Ch. E. Guye, 8. Ratnowsky u. Ch. Lavanchy, Mém. Soc. 
Phys. de Genéve, Vol. 39, Fase. 6, 1921. 
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Ebenso verhalten sich die elektrischen Felder (Ablenkspan- 
nungen), welche dieselben Strahlen zu gleicher elektrischer 
Ablenkurg bringen wie die Produkte uf? d.h. 


u 
6 (Vergleich elektri- 
Mo 


Kine dritte Bestimmungsgleichung ist die Beziehung (3) aus 
Absatz 1 fiir die strahlerzeugende Spannung: 


(3) U = 255798,1 rn 6? Volt (Spannungsmessung). 
0 


Hier geht die kinetische Masse (u), in die Beziehung (5) und (6) 
aber die transversale Masse u ein. Die drei Beziehungen ent- 
halten auf der linken Seite die experimentell zu messenden 
Größen. Die Kombination von (5) mit (3) oder (6) ergibt die 
bisher angewandten Meßverfahren in folgender Form: 


A. Verfahren mit Messung von magnetischer Ablenkung 
und Strahlspannung. [Kombination (5) mit (3)] 


Die Produkte aus den für einen Strahl gegebener Span- 
nung U zusammengehörigen —“ und f-Werten müssen sich 


nach (5) wie die Stromstärken J verhalten, welche die ver- 
schiedenen Strahlen gleich stark magnetisch ablenken, d.h. es 
muß für die Werte der zu Recht bestehenden Theorie 


ß- + + = const für Strahlen aller Erzeugungs- 
0 Mo 


spannungen sein. 

Dieses Verfahren ist von E. Hupka!) angewendet worden. 
Seine bis 88 kV reichenden Messungen, die zugunsten der 
Lorentzschen Theorie gedeutet wurden, sind indessen von 
W. Heil?) einer Kritik unterworfen worden, derzufolge die 
Spannungsmessung bei den hier noch sehr geringfügigen Dif- 
ferenzen nicht die zum Entscheid zwischen den Theorien er- 
forderliche Genauigkeit hatte. Kleine, innerhalb der Meb- 
genauigkeit liegende Spannungsänderungen reichen aus, um 
die Entscheidung auf die Seite der anderen Theorie um- 
zuwerfen. 


1) E. Hupka, Ann. d. Phys. 31. S. 169. 1910. 
2) W. Heil, Ann. d. Phys. 31. S. 519. 1910 und Ann. d. Phys. 83. 
8. 400. 1910. 
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Tabelle 5 
U in kV | By | leu 
| 

75 0,4890 | 0,4975 0,0085 1,74 
100 054755 | 0,5600 0.0125 2,28 
125 05855 | 0,6100 0,0245 4,18 
150 0,6345 | 0,6580 0,0185 2.93 
175 0,6670 | 0,6885 0,0215 3,22 
200 0,6950 | 0,7200 0,0250 3,60 
225 0,7195 0,7465 0,0270 3,76 
250 0,7405 | 0,7700 0.0295 3,98 
275 0,7605 | 0,7920 0,0315 4,14 
300 0,7770 08105 | 0,0335 4.32 
325 0,7915 | 08270 | 0,0355 4,49 
350 0.3000 | 08415 | 0.0365 4.54 
375 08170 | 0,8550 0,0380 4,65 
400 0820 | 0,8670 0,0390 471 
425 08382 | 0,8776 0,0394 4,70 
450 0,8480 0,8875 0,0395 4,66 
475 0,8560 0,8960 0,0400 4,67 
500 0,8635 0,9035 0,0400 4,64 
525 0,870  0,9110 0,0410 4,72 
550 0,8760 0,9180 0.0420 4,78 
575 | 0,8820 0,9245 0,0425 4,82 
600 0,8880 0,9300 | 0,0420 4,74 
625 | 08935 | 0,9350 00415 | 4,65 
650 | 08085 | 09390 | 0,0405 | 4,52 


In Tab. 3 sind unter Benutzung der Formeln (3a) und (3b) 
die für jedes # nach beiden Theorien zugehörigen U-Werte, 
sowie in Tab. 5 umgekehrt die zu jedem U-Wert zugehörigen 
ß-Werte errechnet. Tab. 5 ist aus Tab. 3 durch graphische 
Interpolation hergestellt. Ihr werden für das gemessene U 
die zugehörigen 6-Werte, dann der Tab. 4 die diesen Werten 8 
zugehörigen u/u,-Werte entnommen. 

Wählen wir als Bezugsstrahl (mit den gestrichenen 
Werten u’, #', J’) einen solchen mit bestimmt festgesetzter 
Spannung U’, so muß für jeden beliebigen Strahl 


(7) —=£#=K 
7 


sein. Der Wert von K hängt von der Wahl des Bezugsstrahls 
ab und ist im allgemeinen für beide Theorien verschieden. 
Nur wenn der Bezugsstrahl genügend langsam ist, hat K für 
beide Theorien den etwa gleichen Betrag. Die Richtigkeit 
einer Theorie ergibt sich demnach, ob die linke Seite in der 
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letzten Beziehung für Strahlen aller Spannungen wirklich 
konstant ist und den zahlenmäßigen Betrag K aufweist. 

Wir haben für unsere Vergleichsmessungen, über welche 
wir demnächst in dieser Zeitschrift berichten wollen, einen Ver- 
gleichsstrahl von 7 kV gewählt. Da die angeführten Tabellen 
nicht zu so niedrigem Wert von Spannung bzw. Geschwindig- 
keit herabreichen, ist eine gesonderte Berechnung der zu- 
sammengehörigen Werte von # und w’/u, für den langsamen 
7 kV-Bezugsstrahl erforderlich. Hierfür bieten sich zwei Wege. 
Entweder berechnet man — so wie auch Tab. 3 hergestellt 
ist — in einem die Bezugsspannung 7000 Volt umschließenden 
Bereich für eine Reihe nahe zusammenliegender #-Werte die 
nach jeder Theorie zugehörigen U-Werte und entnimmt diesen 
Zusammenstellungen interpolatorisch die zu 7000 Volt ge- 
hörigen Werte von $, und f,. Oder man verwendet einfacher 
und genauer folgendes Näherungsverfahren: ir 

Es wird # aus der Spannungsformel ee 


(3) U = 255798,1 Fr 6? Volt 


if 


durch Einsetzen von U = 7000 Volt zuerst angenähert mit 
. 1, dann in weiterer Näherung durch Berechnung von 


Em nach den Formeln (1) und (2) der beiden Theorien für 
dieses # und Berücksichtigung dieser Werte in der Formel (3) 
gefunden. In dreimaliger Wiederholung dieses Näherungs- 
verfahrens kommt man zu den bis zur letztangegebenen Stelle 
gleichbleibenden Werten für den Vergleichsstrahl von 7 kV: 


Abraham: # = 0,16408514; w = 1,01636875 
0 


Lorentz: = 0,1637526: = 1,0205264. 
0 
Das Verhiltnis der transversalen Masse zur Ruhemasse ergibt 


sich aus den Formeln (1) und (2) fiir den 7 kV-Vergleichsstrahl 
alsdann zu 


Abraham: = 1,0109398 


Lorentz: = 1,013683. 
0 
Die Konstante K = EB ergibt sich hieraus als 
0 


K, = 0,16589 
Kr = 0,16599, 
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N 
| 
d. h. mit genügender Genauigkeit für beide Theorien 
K = 0,166. in 
Tabelle 6 
J V J 4 
» & p Pay 
ß Fl, Fl, Fl, Fl. [viv] | Pay 
0,50 | 3,4781557 | 10,621540 | 3,3753169 | 10,285260 | 0,49 | 0,62 
0,56 | 4,0720157 | 13,9254509 | 3,9113204 | 13,3487981| — | — 
0,58 | 4,2892804| 15,1923243 | 4,1035379 | 14,5049819 | — | — 
0,60 | 4,5182550 | 16,5551751 , 4,3038091 | 15,7374726 | 0,74 | 0,90 
0,62 | 4,7604964 | 18,0241887 | 4,5130637 | 17,0527293| — | — 
0,64 | 5,0178299 | 19,6113593 | 4,7324061 | 18,4583433 | — | — 
0,66 | 5,2924916 | 21,3312302 | 4,9631207 | 19,9631705 | — | — 
0,68 | 5,5871346 | 23,2011673 | 5,2067341 | 21,5776953 | — m 
0,70 | 5,9050297 | 25,2424741 | 5,4650724 | 23,3144246 | 1,08 | 1,26 
0,72 | 6,2502778 | 27,4817008 | 5,7403357 | 25,1883974 | — | — 
0,74 | 6,6279576 | 29,9518212 | 6,0352850 | 2zaı82531 | — | — 
0,76 | 7,0446882| 32,6954381 | 6,3532642 29,4266788 | — | — 
0,78 | 7,5090018 | 35,7675014 | 6,6985747 | 31,8425435 | — _ V 
0,82 | 8.6308004| as | g 
| ¢ 214 | 7,49517 45 
0,84 | 9,3265277| 47,8421912 | 7,9638107| 40,7690836 | — | — b 
0,850 | 9,7207063| 50,457825 | 8221148 | 42587496 | — | — gi 
0,860 | 10,152834 | 53,3209079 | 8.496776 | 44,53315 | — | — U 
0,865 | 10,3853077 | 54,858917 | — 
0,870 | 10,6300635 | 56,4763868 | 8,793440 | 46,624235 | — _ 
0,875 |10,8883393 | 581810411, — - 
0,880 | 11,1613534 | 59,9806722 | 9,114845 | 48,88354 | — | — B 
0,885 | 11,4509502 | 61,886596 | — | 
0,890 | 11,7588070 | 63,9094434 | 9,465250 | 51,339642 | — | — 
0,895 | 12,0874098 | 66,0644880  — _ on 
0,900 | 12,4384161 | 683627275 | 9,850461 54.029357 2,23 | 1,53 
0,910 | 13,2224784 | 73,4794755 | 10,278062 | 57,001109 | — | — 
0,920 | 14,1416979 | 79,4513302 | 10,758354 | 60,320424 | — | — | 
0,925 | 14,6657771 | 82,8435313 | 10,930075 | 63,13751 | — | — di 
0,930 | 15,2427953 | 86,5683937 |11,305849 | 64,079169 | — _ 
0,935 | 15,8842590 | 90,6964648 |11,611087 | 66,163008 | — | — 
0,940 | 16,5981889 | 95,2796925 |12,088666 | 69,252741 | — | — 
0,945 | 17,4060440 | 100,4485513 |12,302768 | 70,854164 | — | — 
0,950 | 18,3286620 | 106,3325319 |12,699626 | 73,526735 | 2,82 | 1,45 
0,955) — oon 13,140190 | 76,477864 | — | — 
0,960, — ane 13,634947 | 79,772909 | 2,95 | — (8 
0,965; — oe 14,198658 | 83,50367 | — | — 
0,970; — _ 14,852968 | 87,804289 | 2,93 | — 
0,975; — 15,631519 | 92,883063 | — 
0,980; — Pr 16,590798 | 99,088690 | 2,9 | — 
0,985; — Bi 17,836927 |107,074733 | — | — 
0,990 | 19,430547 |118,308868 | 2,88 | — N 
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Tabelle 7 
| 

13) 

150 4,95 4,88 1,4 0,44 
2 200 5,82 5,75 12 0,38 
7 250 6,62 6,52 15 0,47 
” 300 7,42 7,30 1,6 0,49 
= 350 8,18 8,0 2,2 0,68 

400 8,92 8,70 2,45 0,75 
ie 450 9,68 9,37 3,1 0,95 
= 500 10,32 10,00 3,2 0,96 
je 550 10,93 10,61 2,9 0,91 
“a 600 11,64 1130 | 3,0 0,85 
m 650 12/35 120 2,8 0,81 
> Nach Formel (7) ist durch Entnahme der #- und u/u,- 
— Werte aus Tab. 4 und 5 für jeden 8- oder U-Wert der zu- 
47 gehörige J /J’-Wert, der die magnetische Steifigkeit jedes Strahls 
Ri bezogen auf den 7 kV-Strahl darstellt, zu berechnen. Tab. 6 
re gibt J/J’ in Abhängigkeit von 9, Tab. 7 in Abhängigkeit von U. 
= Umgekehrt zeigt Tab. 8 die 8- und U-Werte beider Theorien für 
stufenweise beobachtete J/J’. 
= B. Bestimmung aus magnetischer und elektrischer Ablenkung. 
bee [Kombination (5) mit (6)] 
53 Die Beziehungen (5) und (6) gestatten aus den fiir zwei 
- verschiedene Strahlen experimentell gemessenen J- und V-Werte- 
- paaren, welche die Strahlen auf gleiche magnetische bzw. gleiche 
A elektrische Ablenkung bringen, die Bestimmung von: 
= 
15 
Mo 


Man kann aus den experimentellen Bestimmungen also wohl 
das Verhältnis der @- und der u-Werte für die beiden Strahlen 
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Tabelle 8 

J | Br U,-U, 
= ß U, | ß U a= -100 a= — -100 
L L | A A U, 
3,50 0,502 | 80000 0,515 | 81300 2,59 | 1,6 
3,75 (0,528 | 90900) 543 | 92500 2,85 | 1,76 
4,00} 553 |102700 | 570 | 104 500 3,1 1,8 
4,25! 575 |113750| 595 1117000! 3,48 2,86 
4,50| 600 |127900| 621 | 129900 3,17 1,56 
4,75| 619 | 139200) 642 | 143000 3,70 2,73 
5,00| 638 | 153500} 663 | 157000 3,9 2,30 
5,25| 656 |166100| 684 | 171 600 3,95 3,31 
5,50| 674 |180900 | 703 | 186000) 4,30 | 2,82 
5,75| 691 | 196100) 721 | 200000. 4,35 1,99 
6,00} 706 | 211500) 737 | 217000 4,4 | 2,60 
6,25| 720 1225600 | 753 | 231 400 4,60 | 2,57 
6,50 | 7335 | 241 000 | 7685 | 248 000 | 4,78 | 2,90 
6,75| 746 |258000 | 782 | 263 600 | 4,83 2,18 
7,00 | 758 |273000 | 796 |281 500 5,0 | 3,12 
7,25 | 769 |287500| 808 | 296 500 5,10 | 3,13 
7,50| 780 |306000| 820 |315 000 5,13 | 2,94 
7,75| 790 |321800| 831 |331 500 5,20 3,01 
3,00} 800 | 341000| 8415 | 352 000 5,2 3,4 
8,25| 808 \356000| 851 | 367 500 5,32 | 3,23 
8,50} 816 |372800| 860 | 386 600 5,40 | 3,70 
8,75| 824 |391000| 869 | 404 500 5,44 | 3,45 
9,00| 831 |408000 | 877 |423 000 5,5 | 3,7 
9,25| 838 |424000| 884 | 440 500 5,50 3,89 
9,50} 844 |441000| 891 |459 000 5,57 | 4,55 
9,75| 850 |458500| 897 | 477 500 5,50 4,14 
10,00 | 856 |479000| 904 |498 000 5,6 | 4,6 
10,25| 862 |493500 | 909 |517500 5,43 4,95 
10,50| 867 1512000 | 915 | 538 000 | 5,54 5,08 
10,75 | 872 !532000 | 920 |558 600 5,50 5,00 
11,00 | 877 553000 | 925 | 578 500 5,50 4,5 
11,25) 881 |568500| 929 | 595 000 5,45 4,66 
11,50| 886 |590000| 933 |614 000 5,30 4,07 
11,75! 890 |610400| 937 | 630000 5,28 4,52 
12,00| 894 |630000 | 939 | 657 000 5,1 | 4,3 
1225| 897 | — | 942] — | | 


6/8’, u/w ermitteln, aber nicht zusammengehörige p/p, 
ß-Wertepaare selbst. 

Zur Ermittlung zusammengehöriger Werte von u/u, und 8 
eines Strahls ist es noch notwendig, die entsprechenden 
Größen w’/u, und #’ des Bezugsstrahls festzustellen. Dies ge- 
schieht durch Festlegung eines Strahls von bestimmter genau 
zu messender Erzeugungsspannung U’ als Bezugsstrahl. Die 
zu diesem nach jeder Theorie gehörigen Werte von #’ und 
w/w, sind so wie im vorigen Abschnitt zu ermitteln. 
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Wird der 7 kV-Strahl als Bezugstrahl festgesetzt, so ist: 
= 0,164085 
Bezugstrahlkonstanten 
J* w/w, nach Abraham, 
=. 
= 1,010940 
B = 0,163 753 
E J 
Bezugstrahlkonstanten 
J? w/w, nach Lorentz, 


= 10186887 
V’ 


oder umgeschrieben: 


7 6,028447 


nach Abraham, 


(sb) 
7 6,02434 
nach Lorentz. 


= 36 789278 - 


In Tab. 6 sind für klein abgestufte # die hiernach zu- 
gehörigen Wertepaare J/J’ und V/V’ nach beiden Theorien 
zusammengestellt. Tab. 9 gibt die hieraus durch Interpolation 
gewonnenen zusammengehörigen Wertepaare V/V’, J/J’ in 
Stufen von J/J’ nach beiden Theorien. 

Die Zahlenkonstanten in den Beziehungen (8a) und (8b) 
nach beiden Theorien weichen voneinander so wenig ab, daß 
man innerhalb der Meßgenauigkeit einfach setzen kann: 


v 

p= 0,164." , 

= 0,166 - 5; 
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Tabelle 9 
V 
J 12 SE | 
J V;, | Vv 
| Vz 
4,0 13,52 | 13,88 2,663 0,554 
4,2 1468 | 15,08 2,725 > 
4,4 15,86 16,35 3,089 - 
4,6 17,10 17,60 2,924 we 
4,8 18,32 18,90 3,166 ote 
5,0 19,58 20,22 3,268 0,77 
5,2 20,75 21,50 3,614 oe 
5,4 22,00 22,85 3,864 =n 
5,6 23,30 24,20 3,863 ole 
5,8 24,60 25,60 4,066 Br 
6,0 25,90 26,95 4,055 0,76 
6,2 27,15 28,35 4,420 ia 
6,4 28,45 29,70 4,394 ote 
6,6 29,78 31,12 4,499 aon 
6,8 31,10 32,50 4,502 ne 
7,0 32,40 33,90 4,625 0,905 
7,2 33,70 35,30 4,748 oe 
7,4 35,05 36,70 4,708 in 
7,6 36,36 38,10 4,786 me 
7,8 37,68 39,50 4,830 a 
8,0 39,00 40,88 4,820 0,965 
8,2 40,30 42,30 4,963 se 
8,4 41,64 43,79 5,163 Er 
8,6 42,99 45,26 5,280 an 
8,8 44,30 46,70 5,418 _ 
9,0 45,60 48,06 5,395 1,09 
9,2 46,92 49,50 5,499 ane 
9,4 48,20 50,95 5,705 Bu 
9,6 49,52 52,40 5,816 vo 
9,8 50,84 53,75 5,721 2 
10,0 52,15 55,12 5,694 1,21 
10,2 53,48 56,50 5,647 Ban 
10,4 54,80 57,87 5,602 Fe 
10,6 56,12 59,25 5,577 - 
10,8 57,47 60,63 5,498 ipa 
11,0 58,85 62,00 5,352 1,16 
11,2 60,15 63,38 5,369 ae 
11,4 61,52 64,75 5,250 ae 
11,6 62,85 66,05 5,091 u 
11,8 64,15 67,40 5,066 oii 
12,0 65,50 68,75 4,962 1,16 
12,2 66,80 70,00 4,790 ai 
12,4 68,15 71,35 4,695 oe 
13,0 72,10 75,55 4,785 1,10 
13,5 75,30 78,90 4,781 ia 
14,0 78,60 82,25 4,644 1,06 
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Tabelle 9 (Fortsetzung) 


V V 
V 

14,5 81,80 85,55 4,584 —_ 
15,0 85,00 88,80 4,470 1,04 
15,5 88,25 92,05 4,306 _ 
16,0 91,45 95,35 4,265 1,01 
16,5 94,70 98,60 4,118 a 
17,0 97,90 101,80 3.998 0,92 
17,5 101,10 105,10 3,956 = 
18.0 104,20 108,30 3,934 ae 


d. h., das Produkt aus dem aus V/V’ und J/J’ errechneten 8 
mit dem nach der einen oder anderen Theorie zugehörigen 
u/u, muß, durch J/J’ dividiert, für die zu Recht bestehende 
Theorie wie unter A. fiir jeden Strahl konstant und zwar 
gleich 0,166 sein. 


C. Bestimmung mit direkter Geschwindigkeitsmessung 


Wenn es gelingen wiirde, was wohl schwierig, aber nicht 
ausgeschlossen erscheinen mag, direkte Messungen von # auch 
für schnelle Kathodenstrahlen mit hinreichender Genauigkeit 
auszuführen, so würden diese im Verein mit einer gleichzeitigen 
Bestimmung einer der Größen U, J/J’ oder V/V’ eine weitere 
wichtige Methode zur Bestimmung der Masseveränderung des 
Elektrons bilden. Direkte Geschwindigkeitsmessungen an mittel- 
schnellen Kathodenstrahlen sind nach dem Vorgang von E. Wie- 
chert'), auch in neuerer Zeit von F. Kirchner?) zwar aus- 
geführt, aber noch nicht für einschlägige Bestimmungen ver- 
wertet worden. 


3. Die Genauigkeit der Meßverfahren 


In den Tabellen ist zum Zwecke schnellen Überblicks 
auch der prozentische Unterschied a angegeben worden, der 
sich für die eine der zu messenden Größen nach beiden 
Theorien in Abhängigkeit von der anderen Meßgröße errechnet. 
Man erkennt hierbei, daß z. B. die prozentischen Differenzen 
der U-, J/J’-, V/V’-Werte in Abhängigkeit von 8 mit steigen- 
der Geschwindigkeit dauernd anwachsen und bei Annäherung 


1) E. Wiechert, Ann. d. Phys. 69. S. 739. 1899. 
2) F. Kirchner, Ann. d. Phys. 8. 8. 975. 1931. 
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an die Lichtgeschwindigkeit außerordentlich große Beträge an- 
nehmen (vgl. z. B. Tabelle 3 und 6). Andererseits sind die Ab- 
weichungen der U- und V/V’- Werte (Tabellen 8 und 9) nach 
beiden Theorien in Abhängigkeit von der magnetischen Steifig- 
keit J/J’ nur ‘verhältnismäßig gering und weisen etwa bei 
Fy- 10 ein Maximum auf. Man könnte demnach versucht 
sein, dem obengenannten Verfahren C mit direkter #-Messung 
in Verbindung mit einer Bestimmung der Strahlspannung U 
oder der magnetischen oder elektrischen Ablenkung den Vor- 
rang zu geben und hierfür Strahlen möglichst hoher Ge- 
schwindigkeit zu benutzen. Dem ist indessen nicht so. Die 
nach beiden Theorien bei großem 8 ungeheuer große Ver- 
änderlichkeit von U bringt eine mit wachsendem 8 zunehmende 
Ungenauigkeit mit sich insofern, als einem kleinen Fehler in 
der Ermittlung von 8 ein sehr großer Unterschied im Betrage 
des zugehörigen Wertes von U entspricht. Eine leichte Über- 
legung zeigt, daß dieses Meßverfahren trotz der so großen 
Unterschiede der zu gleichem # gehörigen theoretischen U- 
Werte den anderen üblichen Verfahren mit magnetischer Ab- 
lenkung zusammen mit elektrischer Ablenkungs- oder U-Messung 
nicht überlegen sein würde, und daß sämtliche Meßverfahren 
mit zunehmender Strahlgeschwindigkeit nicht an Genauigkeit 
der Entscheidung zwischen den beiden Theorien dauernd zu- 
nehmen, sondern ein Optimum derselben aufweisen, dessen 
Überschreitung nach höheren Strahlgeschwindigkeiten unvor- 
teilhaft ist. 

Bei einer Diskussion der Kaufmannschen Messungen !) 
hat bereits 1906 Herr M. Planck darauf hingewiesen, daß bei 
Messungen mit gegebenen Entladungspotential die Abweichung 
der magnetischen Ablenkung nach beiden Theorien ein Maximum 
aufweisen muß, und hat auch die Vermutung ausgesprochen, 
daß Messungen der magnetischen und elektrischen Ablenkbar- 
keit, die zur Entscheidung zwischen den Theorien führen 
sollen, zweckmäßiger mit Kathodenstrahlen als mit Becquerel- 
strahlen anzustellen seien. Herr Planck hat indessen, wie 
er selbst hervorhebt, seine Sätze auf die absoluten Unterschiede 
der Größen und nicht auf die für den experimentellen Ver- 
gleich wesentlichen relativen Größen bezogen. Auch ist die 
eigentliche Größe der Genauigkeit, mit welcher die einzelnen 
Meßgrößen bestimmt werden müssen, um eine Entscheidung 
fällen zu können, sowie ihr Verlauf bei Variation der Strahlen- 


1) M. Planck, Phys. Ztschr. 7. S. 753. 1906. 
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art nicht zahlenmäßig zu ersehen. Es mag daher nicht über- 
flüssig erscheinen, wenn wir noch kurz die Frage erörtern, mit 
welcher Genauigkeit die bei den einzelnen Meßverfahren vor- 
kommenden experimentellen Meßgrößen zu bestimmen sind, um 
eine Entscheidung zwischen den Theorien gewährleisten zu 
können. Greifen wir das Beispiel des Verfahrens B mit ma- 
gnetischer und elektrischer Strahlablenkung heraus (Tab. 9). Der 
prozentische Unterschied a der V/V’-Werte beider Theorien 
für ein bestimmtes J/J’ ist nicht allein richtunggebend für 
die Genauigkeit, mit welcher zwischen den Theorien entschieden 


Fig. 1. Darstellung des Meßfehlerbereichs 


werden kann. Es ist noch die Veränderlichkeit jedes der V /V’- 
Werte mit J/J’ in Rücksicht zu ziehen. Die J- und V-Werte 
können nämlich experimentell niemals exakt, sondern nur inner- 
halb einer gegebenen Fehlergrenze gemessen werden. Da beide 
Größen aus einer Strahlablenkung und einer gleichartigen In- 
strumentenablesung ermittelt werden, kann für beide der Fehler 
in ihrer Messung gleich groß gesetzt werden. Ein Fehler in 
der J/J’-Messung bedingt eine Ungewißheit in dem theoretisch 
zugehörigen V/V’-Wert. In Fig. 1 sind zwei Kurvenäste ge- 
zeichnet, welche nach den beiden Theorien V/V’ in Abhängig- 
keit von J/J’ darstellen sollen. Ein gemessenes Wertepaar 
V/V’, J/J’ wird im allgemeinen nicht auf einer Kurve liegen, 
sondern wird von der zu Recht bestehenden Kurve innerhalb 
eines durch die Versuchsfehler festgelegten Licenzbereiches ab- 
weichen. Zu jedem theoretischen Kurvenpunkt gehört ein 
6* 
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Meßfehlerbereich, der diesen Punkt als Rechteck umgibt, welches 
die zweifachen prozentischen Meßfehler von J/J' und V/V’ 
als Seiten hat. Die von der Kurve weitest abliegenden Eck- 
punkte des Recktecks sind die durch gleichsinniges Zusammen- 
wirken der Maximalfehler in J/J’ und V/V’ fehlerhaftesten 
MeBpunkte. Ist der Abstand h dieses Punktes von der zu 
Recht bestehenden Kurve kleiner als der Abstand A’ von der 
zweiten Kurve, so ist auf Grund einer einzigen Messung, auch 
wenn die Meßfehler im gleichen Sinne sich überlagern, eine 
Entscheidung für eine bestimmte Theorie möglich. Aus Fig. 1 
ist zu entnehmen: 


him [477 - 
« und «’ sind die Neigungswinkel der Kurven gegen die Ab- 
szissenachse. 
Wird h =h’ gesetzt, so ist: 


aw 1 
p= . 100 


Die Größe p gibt den prozentischen Fehler in der 
Messung von J/J’ und V/V’ an, welcher gerade noch unter- 
schritten werden muß, um zu erreichen, daß auch bei un- 
günstiger Überlagerung der Fehler im gleichen Sinn die Meß- 
punkte der aus der zutreffenden Theorie folgenden Kurve zu- 
nächst liegen. Die Werte von p sind in der letzten Reihe 
der Tab. 9 eingetragen. Der Maximalwert von p liegt ebenso 
wie der Maximalwert von a ungefähr bei J/J’= 10 und er- 
reicht den Betrag von 1,21°/,. Um eine Messung der elektri- 
schen und magnetischen Ablenkbarkeit an Elektronenstrahlen 
mit Sicherheit zur Entscheidung zwischen der Abraham- 
schen und Lorentzschen Theorie verwenden zu können, 
müssen selbst für die günstigste Strahlgeschwindigkeit die 
Meßgrößen auf wenigstens 1,21°/, genau festgestellt werden 
können. 

Werden statt einer einzelnen Messung deren mehrere bei 
gleichen oder verschiedenen Meßpunkten ausgeführt, so erhöht 
sich nach Wahrscheinlichkeitsregeln die Genauigkeit. Jede 
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der theoretischen Kurven ist beiderseits von zwei durch die fehler- 
haftesten Meßpunkte gezogenen Grenzkurven, in Fig. 1 je eine 
gestrichelt gezeichnet, begleitet, welche den Bereich begrenzen, 
innerhalb dessen bei gegebener Fehlergröße in der experimen- 
tellen Bestimmung der Meßgrößen die gemessenen Punkte 
liegen müssen. 

Überlagern sich beide Bereiche teilweise, so können Meß- 
punkte, die im Überlagerungsgebiet liegen, keine Entscheidung 
bringen. 

Es ist nach obigem ersichtlich, daß die Meßgenauigkeit 
bei jedem angewendeten Verfahren jedenfalls einer sehr scharfen 
Kritik zu unterwerfen ist. J und J’ bzw. V und V’ sind die 
Ströme und Spannungen, welche zwei Strahlen sehr verschie- 
dener Geschwindigkeit auf gleiche magnetische bzw. elektri- 
sche Ablenkung bringen. Es wird daher ganz besonders darauf 
ankommen, ein möglichst gutes Kriterium für die Feststellung 
der gleichen Ablenkung zu erhalten, wofür in erster Linie 
eine scharfe Strahlabbildung und nicht zu kleine Ablenk- 
beträge erforderlich sind. Ferner ist genau festzustellen, mit 
welcher Präzision die Quotienten J/J’ und V/V’ an den ver- 
wendeten Meßinstrumenten ermittelt werden können. Auch 
hier ist eine große Sorgfalt notwendig. Es ist zu bedenken, 
daß die ablenkenden Ströme und Spannungen für den zu 
untersuchenden schnellen Strahl und den langsamen Vergleichs- 
strahl sehr verschieden sind. Bei einem 200 kV-Strahl, ver- 
glichen mit einem 7 kV-Strahl, liegt das Stromverhältnis bei 
etwa 6 und das Spannungsverhältnis bei etwa 25. Für 
höhere Strahlspannungen und für die schnellen #-Strahlen 
sind die Verhältniszahlen noch höhere. Die genaue Ver- 
gleichung so verschiedener Ströme bzw. Spannungen erfordert 
Verwendung verschiedener Meßbereiche eines Instruments und 
bereitet deshalb gewisse meßtechnische Schwierigkeiten. 

Wir haben den bei Einzelmessung höchst zulässigen Meb- 
fehler p für einige der Meßverfahren, auch hier unter An- 
nahme eines für beide Meßgrößen gleichen Beobachtungs- 
fehlers, errechnet. Es ergibt sich dabei folgendes: 


Meßverfahren mit Beobachtung von J/J’ und U (Tab. 7) 


p ist kleiner als bei dem J/J’, V/V’-Verfahren und hat 
auch bei 2 = etwa 10 ein Maximum. Zugehörige Strahl- 


, 


spannung U etwa 500kV. Der erlaubte MeBfehler p ist hier 
rund 1°/,. 
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Meßverfahren mit 8 und U (Tab. 3) 


p hat ein Maximum (p = 1,57) bei $#= 0,8, dem ein 
Spannungsbetrag U, = rund 350 kV, U,= rund 300 kV 
entspricht. 


Mefiverfahren mit 8 und V/V" (Tab. 6) 


p steigt bis zu sehr hohen #-Werten weiter an und hat 
bei #= etwa 0,98 anscheinend ein Maximum, bei dem ein 
Fehler von rund 3°/, in den Meßgrößen erlaubt ist. Es 
dürfte aber kaum möglich sein, experimentell bis dort vorzu- 
dringen. Der schnelle Strahl ist hier schon 100 mal elektrisch 
steifer als der 7 kV-Strahl und die Strahlspannung ist hier 
rund 1 bzw. 2 Millionen Volt. Bei 6 = 0,7 (U etwa 200 kV) 
ist die nötige MeBgenauigkeit rund 1°/,, bei @ = 0,8 (U etwa 
350 kV) rund 1,5 °/,. 


Meßverfahren mit B und J/J’ (Tab. 6) 
Der Maximalbetrag p = 1,53 liegt etwa bei $ = 0,9. 


Welches Meßverfahren und welche Strahlenart 
sind für einschlägige Untersuchungen die günstigsten? 


Die tabellarischen Zusammenstellungen zeigen, daß es 
einer recht erheblichen Meßgenauigkeit bedarf, um aus den 
der experimentellen Messung zugänglichen Größen, selbst unter 
den optimalen Bedingungen beim Maximum der Abweichungen 
beider Theorien, eine Entscheidung zwischen diesen treffen zu 
können. Die Verfahren mit einer direkten #-Messung würden 
vor den bisher üblichen Verfahren trotz der so bestehenden 
großen Unterschiede der zugehörigen zweiten Meßgröße nach 
beiden Theorien keinen wesentlichen Vorteil haben, selbst 
wenn es gelänge, # ebenso genau zu messen, wie die Strahl- 
spannung oder Strahlablenkung. Das Verfahren mit Messung 
der Strahlspannung U erfordert größere Meßgenauigkeit der 
Einzelgrößen als dasjenige mit magnetischer und elektrischer 
Ablenkung. Da obenein die hohe Strahlspannung immerhin 
schwieriger genau zu messen ist als die verhältnismäßig 
niedrige Spannung, welche zu elektrischer Ablenkung erforder- 
lich ist, wird im allgemeinen der Methode beider Ablenkungen 
der Vorrang einzuräumen sein. 

Die Frage, ob für die Messungen Radium- oder Kathoden- 
strahlen zu bevorzugen sind, ist zugunsten der letzteren zu 
beantworten. Erstens besteht für sie die Möglichkeit, beide 
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Meßverfahren anzuwenden, das Verfahren mit magnetischer 
und elektrischer Ablenkung durch gleichzeitige Messung der 
Strahlspannung zu kontrollieren. Es gelingt, Entladungsrohre 
für hinreichend hohe Spannung (200 kV und mehr) zu bauen 
und mit den modernen Gleichrichteranlagen auch mit genügend 
konstanter Spannung zu betreiben. Auch die Messung von 
Gleichspannungen mehrerer hundert Kilovolt ist mit einem 
guten statischen Hochspannungsvoltmeter mit auf allen seinen 
Meßbereichen gleicher prozentischer Genauigkeit durchführbar’). 

Im Vergleich zu Radiumstrahlen haben die Kathoden- 
strahlen eine sehr viel größere Intensität. Es sind deshalb 
wesentlich größere Strahlwege und Ablenkungen bei nadel- 
scharfer Abbildung und mit unverhältnismäßig kleineren Expo- 
sitionszeiten zu erreichen. Die Verwendung des Leucht- 
schirms ist nur bei Kathodenstrahlen möglich. 


Elektrische Ablenkbarkeit und Strahlspannung 


Die Ablenkspannung V, welche jeden Strahl zu gleicher 
elektrischer Ablenkung bringt, ist durch das Produkt u? 
(u = transversale Masse) charakterisiert, die Strahlspannung U 
aber durch (u) 8? ((u) = kinetische Masse). Es ist also für zwei 
Strahlen: 


U’ (u’) (w) 


Für einen langsamen Bezugsstrahl ist das Verhältnis w’/(u) 
der transversalen zur kinetischen Masse nach beiden Theorien 
nur sehr wenig und um fast gleichen Betrag von eins ab- 
weichend. Für den gewählten Bezugsstrahl von 7000 Volt ist 
der Wert nach Abraham 0,9946, nach Lorentz 0,9933, 
also im Mittel 0,994. Unter Wahl dieses Bezugsstrahls ist 
also: 


In der folgenden Tabelle sind im Auszug aus den Ta- 
bellen 1, 2 und 3 die nach beiden Theorien zu einer Reihe 
von Spannungen gehörigen u/(u)-Werte zusammengestellt: 


1) H. Starke u. R. Schroeder, Arch. f. Elektr. 20. S. 115. 1928; 
R. Schroeder, Dissertation 1934, Aachen. 
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u u 
| (u) (u) 
7 0,994 0,994 
106 0,92 0,92 
205 0,86 0,87 
340 0,80 0,79 
430 0,77 0,78 
660 0,71 0,73 
1130 0,66 0,65 


Es ist aus dieser Zusammenstellung ersichtlich, daB die 
u/(u)-Werte mit höherer Spannung immer mehr von eins ab- 
weichen, aber nach beiden Theorien in übereinstimmender 
Weise. Das Verhältnis V/U, bezogen auf das gleiche Ver- 
hältnis für den langsamen Bezugsstrahl, nimmt also mit stei- 
gender Spannung des Strahls immer mehr ab. Diese Ab- 
nahme findet aber nach beiden Theorien in gleichem Betrage 
statt. Aus einer Messung der elektrischen Strahlablenkung, 
verbunden mit einer solchen der Strahlspannung, kann man 
also wohl den Gang des Verhältnisses der transversalen zur 
kinetischen Masse des Elektrons ermitteln, aber da dieser 
Gang für beide Theorien der gleiche ist, nicht eine Entschei- 
dung zwischen diesen herbeiführen. Ein in dieser Richtung 
gemachter Vorschlag von A. Einstein ist demnach nicht 
durchführbar'). 


1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 21. S. 583. 1906. 


Aachen, Physikalisches Institut der Technischen Hoch- 
schule. 


(Eingegangen 16. August 1934) 
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Uber das kontinuierliche und diskontinuierliche 
Comptonspektrum bei Wasserstoff 


Von Fritz Schnaidt 
(Mit 6 Figuren) 


$1. Einleitung 


Wellenmechanisch wurde der Comptoneffekt am freien 
Elektron zuerst von W. Gordon), O. Klein?) und quanten- 
mechanisch von Dirac?) behandelt, sowie im Anschluß an die 
Diracsche relativistische Theorie von O. Klein und Y. Nis- 
hina‘). Es ist das Verdienst G. Wentzels°) in dem Prozeß 
der „Smekalsprünge“ den Zugang zur wellenmechanischen Be- 
handlung des Comptoneffekts am gebundenen Elektron erkannt 
zu haben. Das Elektron wird während des Streuprozesses etwa 
aus dem Grundzustand (Ellipsenbahn der älteren Quanten- 
theorie) in ein Niveau des kontinuierlichen Spektrums (Hyperbel- 
bahn) gehoben. Hätten nun die Elektronen aller streuenden 
Atome im Augenblick des Zusammenstoßes mit dem ankommen- 
den Röntgenquant nicht nur alle dieselbe Energie (z. B. Energie 
des Grundzustandes), sondern auch ein und denselben Impuls, 
so würde in jeder Richtung exakt eine Wellenlänge gestreut. 
Wegen der tatsächlichen Impulsverteilung der Elektronen im 
Atom ist aber die Comptonlinie verbreitert. Wir haben es 
mit einem kontinuierlichen Spektrum zu tun, welches, wie man 
von vornherein erwarten wird, ein mehr oder minder scharfes 
Maximum nahezu an der Stelle besitzt, die dem Anfangsimpuls 
Null des Elektrons entspricht. In solcher Weise hat Du Mond?) 
den Comptoneffekt als Dopplereffekt an den bewegten Atom- 


1) W. Gordon, Ztschr. f. Phys. 40. S. 117. 1927. 

2) O. Klein, Ztschr. f. Phys. 41. S. 407. 1927. 

3) P. A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 111. S. 405. 1926. 

4) O.Klein u. Y. Nishina, Ztschr. f. Phys. 52. S. 853. 1929. 

5) G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 43. S. 1 u. 779. 1927. 

6) J. W. Du Mond, Phys. Rev. 37. S. 136. 1931; 38. 8. 1094. 1931, 
Fr den zusammenfassenden Bericht in Rev. of Mod. Phys. 5. S. 1. 
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elektronen gedeutet und auf Grund dieser Vorstellungen ein 
Gesetz abgeleitet für die Breite der Comptonlinie, welches wir 
durch unsere wellenmechanische Rechnung an Wasserstoff noch 
präzisieren werden. 

Unser kontinuierliches Comptonspektrum, gemessen in 
der Skala der Kreisfrequenzen »’ reicht dabei im Prinzip von 
“ = 0 bis zu einer Frequenz w,, welche sich durch die Kreis- 
frequenz w der ankommenden Röntgenwelle und die Ionisierungs- 
arbeit W, des Elektrons aus der Gleichung (Energiesatz) 

(1) ho. = lwo — W, 
berechnet (k = ~ , h=Plancksches Wirkungsquantum). 
Einen Beitrag zum kontinuierlichen Spektrum erhalten wir 
dann, wenn das Elektron beim Stoß eine Energie erhält, die 
mindestens gleich ist der zur Ionisierung des Anfangszustandes 
notwendigen Energie. Prinzipiell kann nun auch der Fall ein- 
treten, daß das Elektron gar nicht bis an die Grenze des Atoms 
gelangt, sondern zu einem diskreten Energieniveau gehoben 
wird. Dementsprechend haben wir im Prinzip neben dem kon- 
tinuierlichen ein diskontinuierliches Spektrum beim Compton- 
effekt zu erwarten?). Wir können in diesem Sinne von „Raman- 
effekt“ sprechen, verursacht durch eine diskontinuierliche 
Änderung des Elektronenzustandes im Atom und nicht wie 
beim ‚eigentlichen Ramaneffekt im sichtbaren Gebiet durch 
eine Änderung im Rotations- oder Schwingungszustand eines 
Molekiils. Im Gegensatz zum kontinuierlichen Spektrum ist 
hier aber die Verschiebung unabhängig von der Beobachtungs- 
richtung und nur abhängig von der Energiedifferenz zwischen 
Anfangs- und Endzustand. Was endlich die Winkelabhängig- 
keit der Intensität unserer Ramanlinien anlangt, so läßt sich 
hierüber schon ohne wellenmechanische Rechnung allein auf 
dem Boden der alten Compton-Debyeschen Theorie aussagen, 
daß diese vorzugsweise in einem gewissen Winkelbereich mit 
maximaler Intensität gestreut werden. Die korpuskulare Theorie 
des Comptoneffekts liefert nämlich für die Rückstoßenergie 
des Elektrons (unmittelbar nach dem Stoß) die Formel?) 
24 cin’ h 
0 


A+2A sin? 


1) Vgl. J. W. Du Mond, Rev. of Mod. Phys. 5. S. 1. 1933 bes. § 5. 
2) Vgl. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Bd. I. 
S. 53. 1931. 
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(A= 2a — = Wellenlänge des einfallenden Réntgenquants, 


c = Lichtgeschwindigkeit, m, = Ruhmasse des Elektrons). Die 
Bedingung dafür, daß eine bestimmte Ramanlinie mit größt- 
möglicher Intensität gestreut wird, d.h. also, daß die Wahr- 
scheinlichkeit für das Zustandekommen des Übergangs vom 
Anfangszustand x zum Endzustand / am größten ist, wird sein, 
daß die Energiedifferenz W,, zwischen beiden ungefähr gleich 
ist der kinetischen Energie des Rückstoßelektrons. Daraus 
gewinnt man bei Vernachlässigung des mit A multiplizierten 
Gliedes im Nenner von (2) nach kurzer Rechnung 


Für Wasserstoff bzw. ein wasserstoffähnliches Atom im Grund- 


zustand (x= 1, l=n; W,,=W,2 (1 - =) 


(1-4) 214 109 (1- Erg.) finden wir mit a =", 
n n m, 
(Radius der Grundbahn des Wasserstoffs) 


(4) o sin 
Wir werden diese Uberschlagsrechnung auf wellenmechanischem 
Wege wesentlich bestätigen können. 

Für einzelne spezielle Übergänge berechnete A. Carrelli?) 
schon die zu erwartenden Intensitäten, so für Übergänge aus 
der K-, L,-, M,-Schale nach optischen 1s- oder 2p-Niveaus. 
Als Eigenfunktionen fanden näherungsweise Wasserstoffunk- 
tionen Verwendung unter geeigneter Berücksichtigung der Ab- 
schirmung in den einzelnen Schalen. In dieser Arbeit sollen 
unter Zugrundelegung von Wasserstoffeigenfunktionen die In- 
tensitäten allgemein berechnet und des näheren diskutiert 
werden. 

Die Beobachtbarkeit eines von der Theorie zweifel- 
los zu fordernden diskreten Spektrums erscheint auf Grund 
zahlreicher Versuche zumindest sehr in Frage gestellt. Während 
von Bergen Davis und Mitarbeitern?) eine bei Streuung von 
Mo-K -Strahlung an Graphit unter einem Streuwinkel von 90° 
beobachtete langwellige Feinstruktur als Ramaneffekt gedeutet 


1) A. Carrelli, Ztschr. f. Phys. 61. S. 632. 1930. 

2) Bergen Davis u. D. P. Mitchell, Phys. Rev. 31. S. 1119. 
1928 u. 82. 8. 331. 1928; Bergen Davis u. H. Purks, ebenda 33. 
S. 1089. 1929 u. 34. S. 1. 1929; D. P. Mitchell, ebenda 33. S. 871. 1929. 
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wurde, konnten andere Autoren!) diesen Effekt nicht wieder- 
finden. Dann berichtete B.B.Ray?) von einer „Teilabsorption 
von Röntgenstrahlen“. Er glaubte eine Verschiebung eines 
Teils der an Kohlenstoff gestreuten Cu-K -Strahlung gefunden 
zu haben. Die Beobachtung erfolgte unter Winkeln von nahezu 0°. 
Dieser Befund, der von mehreren indischen Physikern) 
bestätigt wurde, "konnte indessen von europäischen und amerika- 
nischen Autoren‘) nicht reproduziert werden. 

Demgegenüber ist es gewiß von Interesse, zunächst ein- 
mal die Bedingungen für das Auftreten von Ramaneffekt am 
einfachen Fall des Wasserstoffatoms zu studieren, zumal bei 
den bisherigen theoretischen Untersuchungen über den Comp- 
toneffekt stets von dem diskontinuierlichen Spektrum abgesehen 
wurde, in der Erwartung, daß seine Intensitäten gegenüber den 
IntensitätenderRayleighschenundderComptonschen Streuung 
nicht ins Gewicht fallen. Zu dieser Annahme konnte man sich 
um so eher für berechtigt halten, als die ohnehin geringe Auf- 
spaltung sich im allgemeinen der Beobachtung entziehen und 
das Ramanspektrum mit der unverschobenen Linie zusammen- 
fallen wird. Vom theoretischen Standpunkt aus interessiert 
vor allem die Verteilung der Intensitäten über die einzelnen 
Linien und ihr Verhältnis etwa zur unverschobenen Streuung. 
Es ist zwar von vornherein klar, daß die Dichte der Inten- 
sität (d. i. Intensität pro Energieelement oder auch pro Wellen- 
zahldifferenz) vom kontinuierlichen Comptonspektrum in stetiger 
Weise zu den diskreten Ramanlinien übergeht. Es bestanden 
aber, wie mir Herr Geheimrat Sommerfeld mitteilte, Zweifel 
darüber, ob diese Dichte — in geeigneter Weise auf das 
Spektrum der diskreten Linien übertragen — nun gegen die 
unmodifizierte Linie weiter fallen wird oder nicht. 

1) W. Ehrenberg, Ztschr. f. Phys. 53. S. 234. 1929; D. Coster, 
Nitta u. Thyssen, Nature 123. S. 642. 1929; W. Kast, Ztschr. f. Phys. 
58. S. 519. 1929; I. A. Bearden, Phys. Rev. 35. S. 1427. 1930 u. 36. 
S. 791. 1930; N. 8. Gingrich, "Phys. Rev. 35. S. 1444. 1930 u. 36. 
S. 1050. 1930; vgl. auch J. W. Du Mond, Phys. Rev. 33. S. 643. 1929. 

2) B. B. Ray, Ztschr. f. Phys. 66. S. 261. 1930; ferner Nature 125. 
8. 746 u. 856. 1930, sowie 126. S. 399. 1930 u. 127. S. 73. 1931. 

3) R.C. Majumdar, Nature 127. S. 92. 1931; S.Bargava u. 
I. B. Mukerjie, ebenda S. 273, vgl. auch S. Bargava, Nature 126. 
S. 398. 1930. 

4) G. A. Lindsay, Nature 127. S. 305. 1931; I. M. Cork, Nature 
127. S. 426. 1931 u. Phys. Rev. 37. S. 1555. 1931; W. Kast u. 
F. Würstlin, Ztschr. f. Phys. 81. S. 581. 1933; A. I. Alichanow u. 
L. A. Arzimowic, Ztschr. f. Phys. 69. S. 853. 1931; J.H. van der 
Tunk, Die Naturw. 19. S. 308. 1931; O. Berg u. W. Ernst, ebenda 
S.401; A.I.O’Leary, Phys. Rev. 37. 8. 873. 1931; D. Cooksey u. 
C. D. Cooksey, ebenda S. 1006. 
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§ 2. Die Intensität der Streustrahlung 
Wir betrachten eine in der Richtung e(/e| = 1) einfallende 
und in der Richtung p polarisierte ebene Röntgenwelle der 
Kreisfrequenz » | Wellenzahl f = a e= = e)- Für das Vektor- 


potential X, und das skalare Potential 9, machen wir den 
Ansatz 


Y, = pcos (‘- = + Go) 


9=0 und p)=0. 


Der Vektor p gibt also zugleich |? w’ 
Polarisationsrichtung und Amplitude u 

der ankommenden Stérwelle. Die w 
Schrödingersche zeitabhängige 0 j 
Gleichung für die gestörten Eigen- Fig. 1. Streuung, des Licht- 
funktionen wu’ lautet) 


(6) m — Vw = 0. 


Hieraus berechnet sich in bekannter Weise der Übergangs- 
strom S,, von einem (diskreten) Zustand x zu einem Zustand I 
(des diskreten oder kontinuierlichen Spektrums) völlig zwangs- 
läufig. Wir finden für x + 1?) 


(2) 158 + r konj.], 1, 2, 3), 


=ico ,=ice [u, konj. | 
mit den Abkirzungen 
(7a) S,= 


[4 
e 


(u, grad u, — u, grad u, ) 
Ist dagegen x =1, so sind die durch „konj.“ angedeuteten 
konjugierten Ausdriicke einfach wegzulassen. 
Für das Vektorpotential X der Streustrahlung gilt auf 
Grund korrespondenzmäßiger Überlegungen die Formel 
7 e® S, + Sy + kon). 


2 
2m, c 


@) e? 
=— Im, c® [A, + A, + konj.] . 


1) Vgl. z. B. A. Sommerfeld, Wellenmechanischer Ergänzungs- 
band 8. 123. 1928. 

2) Ein * bedeute hier wie im folgenden stets Übergang zur kon- 
jugiert komplexen Größe. 
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Da das Integral hier sinngemäß retardiert zu bilden ist, haben 
wir statt t zu setzen 


(9) - 


+ [4 
wobei wir uns den Aufpunkt P in große Entfernung vom 
Atommittelpunkt 0 verlegt denken. 

Im weiteren Gang unserer 
Rechnung werden wir uns auf den 
Anteil S, des Stromes beschränken 
dürfen. Das bedeutet aber, daß es 
genügen wird, mit den ungestörten 


Ry 
[4 


’ 


Eu 
Eigenfunktionen uu=w,e* au 
operieren, nachdem der Faktor A, 
Fig. 2 in S, schon für die richtige Zeit- 
abhängigkeit sorgt. Wir begründen 
dies damit, daß der Anteil X, des Vektorpotentials der Streu- 
strahlung im Grenzfall des ruhenden freien Elektrons wegen 
seines Vektorcharakters in Strenge verschwindet. Für den Fall 
eines schwach gebundenen Elektrons, auf welches wir unsere 
Rechnung beschränken wollen, sollte der Bestandteil W,, neben 4, 
immer noch nicht ins Gewicht fallen. 
Wir schreiben sogleich den ersten Anteil X, des Vektor- 
potentials X auf. Dieser hat, wie man unmittelbar aus (5), (7), 
(7a), (8) und (9) entnimmt, die Gestalt 


* iw’ (e- 
(10) = e dr.e 


Dabei haben wir f—f'= q, m “x, || = 1 und (Energiesatz) 


ho’ =hw —(W,—W,)=ho—AW,, 

gesetzt. 

Um von hier aus die Intensität der Streustrahlung zu 
ermitteln, muß die auf der Beobachtungsrichtung n’ senkrechte 
Komponente H, der magnetischen Feldstärke aus 

H = rotX 

bestimmt werden. Nach allgemeinen elektrodynamischen Ge- 
setzen trägt nur diese zur Ausstrahlung in die Richtung n’ bei. 
Wir fügen zu (10) gleich noch den konjugiert komplexen 
Ausdruck hinzu, erheben H, ins Quadrat und mitteln über 
die Zeit. Wir finden mit m, c?= E, (Ruhenergie des Elektrons) 
als Mittelwert © der Streuintensität in der Richtung n’ 
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Unserem Ansatz (5) entspricht als Intensität der einfallenden 
Welle 

(12) ©) = 

Wir bilden nun noch das Verhiltnis von gestreuter zu 
eingestrahlter Intensität und erhalten, wegen [p, n’] = |p|sin@ 
S e \2 0% . > 2 

(13) & = (sx) sin? e~i@ . 

Nun noch ein Wort über die Polarisationsverhältnisse der 
Streuwelle. Wir rechneten bisher mit linear in der Richtung p 
polarisiertem Licht und die Gl. (10) läßt erkennen, daß auch 
die Störwelle linear polarisiert ist, wenn man von dem Bestand- 
teil X, absieht. Dieser von uns vernachlässigte Teil bewirkt, 
daß die Streustrahlung nicht mehr vollständig polarisiert ist. 
Ist jedoch die ankommende Welle selbst schon unpolarisiert, 
so haben wir in (13) den Faktor sin?@ in bekannter Weise 

2 
durch 1+ = (Fig. 1) zu ersetzen'). 

Formel (13) liefert die Intensität, welche dem besonderen 
Übergang des Elektrons vom Grundzustand x zum Zustand | 
zukommt. Um die Gesamtintensität J der Comptonschen und 
Ramanschen Streuung zu erhalten, müssen wir über alle 1 
summieren und bekommen 


(14) J= (ex) 2 


Die Summation muß inkohärent erfolgen, ist also nicht an 
den Amplituden, sondern an den Intensitäten vorzunehmen, 
weil die Ausstrahlung der einzelnen Frequenzen w’ als von- 
einander unabhängig anzusehen ist. Das Summenzeichen in 
(14) ist dabei symbolisch aufzufassen. Gemeint ist eine Summe 
über alle von x verschiedenen diskreten Eigenfunktionen yw, 
zuzüglich eines Integrals über alle Eigenfunktionen des kon- 
tinuierlichen Spektrums. Wie wir noch besonders hervorheben 
wollen, begreift diese Summe auch alle zu ein- und derselben. 
Energiestufe gehörigen verschiedenen, entarteten Zustände 
in sich. 


i 1) Vgl. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Bd. I. 
. 646. 1931. 

2) Vgl. den Bericht über Atomfaktoren von W. Ehrenberg u. 
K. Schäfer, Phys. Ztschr. 33. S. 97. 1932. Formel (15) geht für x = I 
in den dort angegebenen Atomfaktor über. 
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§ 3. Berechnung der Matrixelemente 


Zur Berechnung der Matrixelemente (15) gehen wir aus 
von der Schrödingergleichung für die ungestörten räumlichen 
Eigenfunktionen und separieren in parabolischen Koordinaten 
&, n, g. Benutzen wir als Einheit der Länge: a/Z, so lauten 
die Lösungen 


m <+n 


n n 


Hierin ist N„„,m der Normierungsfaktor, ferner bedeuten n 
die Hauptquantenzahl und n,, n, die parabolischen Quanten- 
zahlen. m ist die magnetische Quantenzahl. Zwischen ihnen 
besteht die Beziehung 


(17) n=n,+n,+m+1. 

Die L” *™ sind zugeordnete Laguerresche Funktionen; 
im Falle diskreter Eigenfunktionen, den wir zunächst behandeln 
wollen, speziell Polynome. Unsere parabolischen Koordinaten 
hängen mit den gewöhnlichen kartesischen Koordinaten durch 
die Beziehungen zusammen 


mw st, y= Vensing, z= Von cosy, 


r= yr+y°+2 5) =Tc+n, 


Bei Berechnung der Matrixelemente &,,,,n,n,m, die einem 
bergang vom Grundzustand x — charakterisiert durch die 
Quantenzahlen 0,0,o — zum Zustand | mit den Quanten- 
zahlen n,, n,, m entsprechen, verabreden wir, den Endzustand 
mit anderer Kernladung Z’ anzusetzen als den Anfangszustand, 
um dadurch der Abschirmung der äußeren Elektronen Rech- 
nung tragen zu können. 
Wir verlegen, wie üblich, die z-Achse unseres Koordi- 
natensystems in die Richtung des Vektors 


der im Retardierungsfaktor unserer Integrale auftritt. Nun 


(18) 


ist noch zu beachten, daß das skalare Produkt (7, x) =dgrcosw 
in gewöhnlichen Einheiten gemeint war. Beim Übergang zu 
unserer atomaren Längeneinheit multipliziert sich daher g’ mit 


1) Daß die Orientierung des Koordinatensystems ohne Einfluß auf 
die berechnete Ausstrahlung ist, beweist W. Franz, Ztschr. f. Phys. 
90. S. 623. 1934. 
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dem Faktor a/Z und wir wollen dieses Produkt mit q bezeichnen. 
Es ist somit 


| we — 


(19) 
| o?— cos #. 


Wir finden für den Normierungsfaktor 
I (Z\n+ 

n.!?2-n!?- (F) 
(20) a> 3 3 
Va(m + n,)! 2 (m + n,)! 2n™*? 


ule 


und für unsere Matrixelemente’) mit der Bedeutung t = 2. 


8 
mm = = {(l —nz)(1 — r?— q’) 
(21) + 2g? + — nm) 
ta 


Gehen wir über zum Quadrat des absoluten Betrages und 
summieren wir über alle n,, n,, so erhalten wir wegen 


n(n? — 1) 
= 


3 


Ty, Ng 


nach Einsetzen in (14) die Schlußformel: 


Der Fall des wasserstoffähnlichen Atoms — ein Elektron bei 
Zfach geladenem Kern — ist hierin für Z=Z enthalten. 


Unter Benutzung von = „u. bekommen wir: 
8 n n 


Z 
(23) 


1) Einzelheiten in der Berechnung der &, tragen wir im An- 
hang A nach. 
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Der Index n bei q, möge andeuten, daß gq, wovon wir bisher 
nicht gesprochen haben, auch von n abhängt. Doch werden 
wir darauf erst in § 4, A. näher eingehen. 

Ehe wir an eine Diskussion der erhaltenen Resultate 
gehen, behandeln wir noch das kontinuierliche Spektrum. Die 
Matrixelemente, welche wir uns auch hier verschaffen müssen, 
sind schon von G. Wentzel?) und in allgemeinerer Weise von 
J. Fischer?) berechnet worden. Wir wollen jedoch einen 
anderen Weg einschlagen, der sich als der einfachere erweist. 

Im Anschluß an Sommerfeld’) gehen wir aus von einer 
exakten Lösung unseres wellenmechanischen Keplerproblems 
in parabolischen Koordinaten unter Verwendung atomarer 
Einheiten: 


2) (km): k= 
Dieser Ansatz entspricht der Aussendung eines Compton- 


elektrons, bzw. einer Elektronenwelle in die Richtung k= 
(k, w’, gy’). Die x’-Achse denken wir uns in die nämliche Rich- 
tung gelegt. k, wy’, x’ haben hier im wesentlichen die Bedeu- 
tung von Polarkoordinaten des Impulses. Letzterer hängt mit 
der in gewöhnlichen Einheiten gemessenen Energie zusammen, 
vermöge der Beziehung 

(25) W = W, KRZ= 

Die Durchführung der Rechnung übergehen wir hier 
wieder, sie findet sich im Anhang unter B. Für 


> 
4,2 (x =1,l=k) 
finden wir: 
— keosy—- icos y’) 
Wir gehen nun genau wie früher zum Quadrat des absoluten 
Betrages von ¢,7 über und erhalten, wenn wir beachten, daß 


1 
n= rein imaginar ist, 


2a? 


2 2k 
— k cos py’)? + cos* 


[1 + k*+ 2kq cos — 47) 
Dabei wollen wir unter arctg im Exponenten den Hauptwert 
verstehen. Wir werden noch zeigen, daß dann die Dichte der 


1) G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 58. S. 348. 1929. 
2) J. Fischer, Ann. d Phys. [5] 11. S. 489. 1931. 
3) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. [5] 11. 8. 257. 1931. 
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Intensität beim Übergang vom diskreten Ramanspektrum zum 
kontinuierlichen Comptonspektrum stetig verläuf. Aus der 
Darstellung (27) lesen wir ab, daß den Hauptbeitrag zur Aus- 
strahlung die Rückstoßelektronen liefern, für die nahezu 
E=4, d.h. k=gq und w=0. Wegen (19) und (25) ist aber 
72 
a a 
der scharf erfüllte Impulssatz im Falle des freien Elektrons. 
Um endlich die gesamte Ausstrahlung in unsere Beob- 
achtungsrichtung n’ zu bekommen, die dem Übergang vom 
Grundzustand zum Energieniveau mit k (W= W,k?Z2) ent- 


spricht, müssen wir über alle Richtungen von 7, d. h. über y’ 
und g’, integrieren. Genau wie früher ist dabei über das 
Quadrat von &7 zu integrieren, weil die den verschiedenen 


Richtungen von k zugeordneten Ausstrahlungen als voneinander 
unabhängige Prozesse angenommen werden müssen. Wir er- 
halten nach Ausführung der Integration, wobei wir eine län- 
gere, aber elementare Rechnung der Kürze halber unter- 
drücken: 


far ?rsinwawag = 28 
(28) | 2 2k 


(+ +k + 


Was die Normierungsfaktoren anlangt, so ist uns N, = N,,, 
schon von früher her bekannt [Formel (20)] und N, können 
wir der schon zitierten Arbeit Sommerfelds „Über die Beu- 
gung und Bremsung der Elektronen“ entnehmen. Es findet 
sich dort bei Normierung in bezug auf k 

(29) N, 1 in 1 


(22)? e rin 


(2 n)?k (1 7) 


Rechnen wir diesen Normierungsfaktor noch auf eine Nor- 
mierung pro Energieelement 4W um, so ergibt sich!) durch 
Multiplikation mit (d W/dk)-! = (2 W, Z?k)-} 


(29a) Is n? lie 


1) Vgl.H. Bethe, Handb. d. Phys.; Geiger-Scheel, 24,1. $. 292. 
1933. 2. Aufl. 
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=aw 3 WZ kx) 2 


2 2k 


22 
Wir haben nun noch den Nachweis zu erbringen fiir die 
Stetigkeit der Intensitätsdichten an der Grenze des diskreten 
und kontinuierlichen Spektrums. Dazu miissen wir erst die 
Dichte der Intensität im diskontinuierlichen Spektrum (für 
große Werte von n) definieren. Wir tun dies, indem wir bilden: 
In 
Unsere Definition der Dichte läuft also darauf hinaus, daß wir 
uns die Intensität einer einzelnen Linie über den Zwischenraum 
zwischen ihr und der nächstfolgenden gleichmäßig verteilt denken. 
Auf Grund der Beziehung zwischen Energie W, und 
Quantenzahl n im diskontinuierlichen Spektrum gilt 
n n n 
Zusammen mit (23) ergibt sich also für die Intensitätsdichte, 
wenn wir den Grenzübergang n —> oo sogleich ausführen, die 
Formel: 
J, 28 1 e \2 1 + cos*d g?(1 +3 q’) 
Der Exponentialfaktor wurde hierbei gefunden als 


e 


Bei dem Grenzübergang kann q,’= «+ £ +% als konstant 
angesehen werden‘). Maßgebend in der Abhängigkeit von n 
ist nur das Glied mit 1/n in Zähler und Nenner. 

Auf die Formel (31) werden wir aber auch geführt, wenn 
wir unter Beachtung von (29b) den Grenzübergang k -> 0 
an der Formel (30) ausführen. 


§ 4. Diskussion der Intensitätsformeln 

A. Diskontinuierliches Spektrum 
Unsere wellenmechanische Rechnung am schwachgebun- 
denen Elektron liefert uns unter den erhaltenen diskreten 
Linien auch eine unmodifizierte Linie, welche das Analogon 


1) Vgl. 8. 101. 
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zu der klassischen, nach Lord Rayleigh benannten, Streuung 

mit ungeänderter Wellenlänge darstellt. Wir gewinnen ihre 

Intensität, wenn wir in (23) n = 1 setzen. Das bedeutet, daß 5: 

das Elektron nach wie vor in seiner Grundbahn verweilt und a f 
nicht angeregt wird. Die Streuung erfolgt am Gesamtatom, “ 
welches auch den vom Lichtquant abgegebenen Impuls ver- 


die möge der elastischen Kopplung zwischen Elektron und Kern 

ten aufnimmt. Aus (23) oder was dasselbe ist, aus (22) mit Z’= Z 

R (der Kern wirkt auch im Endzustand mit seiner vollen 

r folgt: 

len: J ) 1 + cos? > 1 

r= 
E, R, 2 

wir mit 

um o=0; q,= sin . 

a Der Index R bei Jp möge an Rayleighsche Streuung 

erinnern. 


Für die eigentlichen Ramanlinien ist q, wie schon im 
Anschluß an Formel (23) hervorgehoben wurde, von n abhängig. 
Es ist nämlich gemäß (19) 


hte, 
die (33) q, = +0? — cost. 
_— Für nicht zu kleine Winkel können wir dafür aber, wenn 
$f. wir näherungsweise w ~ w’ setzen, auch schreiben 
2aw . 
(33a) —g 
Der Energiesatz liefert nun sofort die Beziehung 
(34) h(o —o')=W+W,23=W (1 
- Denkt man sich w’ aus (34) in (33) eingetragen, so findet man 5 
er die S. 100 angegebene Formel q,? = a + £ + a bestätigt. 
(Die Werte «, ß, y sind für das folgende ohne Bedeutung). 
enn Die Größe q, ist also Funktion der Frequenz w, des Beob- 
- 0 achtungswinkels 9 und der Quantenzahl n. Aus (33) lesen 
wir ab, daß stets q,>0, wenn n>1 (auch für # = 0) und 4 
in Verbindung mit Formel (23) erkennen wir, daß die Intensität 4 
der Ramanlinien mit einem zwar sehr kleinen aber endlichen a 
= Wert für den Winkel # = 0 (q, klein!) einsetzt und dann für 
ten wachsende q, zunächst wesentlich mit q,? (~ sin? 3) ansteigt. 
508 Für weiter zunehmende q, wird die Intensität nach dem Uber- 


schreiten eines Maximums — man vergleiche die Bauart 


XUI 
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von (23) — rasch mit q,—° abnehmen. Formel (23) läßt überdies 
erkennen — wenn wir vorerst von dem Faktor 1 + cos?# 
absehen — daß das Optimum der Intensität nach Lage und 
Größe nur von n abhängt, d.h. es tritt — wir denken uns n 
fest gewählt — bei einem ganz bestimmten Wert 7, ein 
und erst in 7,, aufgefaßt als Funktion von w und #, steckt 
die Abhängigkeit von den experimentellen Daten. Ein und 
derselbe Wert 7, wird aber zufolge (33) bei harter Strahlung 
schon für kleinere Winkel erreicht als bei weicher. Maximale 
Ramanstreuung tritt also vorwiegend bei um so kleineren 
Streuwinkeln (+ > 0) auf, je härter die einfallende Strahlung 
ist. Betrachten wir dagegen Formel (32) für die Rayleighsche 
Streuung, so finden wir, daß hier das Maximum unabhängig 
von © immer für den Winkel 4=0 eintritt. 

Um allgemein den Ort des Maximums der Ramanstreuung zu be- 


stimmen, differenzieren wir Gl. (23) bei festgehaltenem n nach x = q,? 
und erhalten nach Nullsetzen für x die Gleichung 


n®—1 n?—1 6n?- 10 *)’ 
; 


Diese geht durch die Transformation x = = nt : y in die einfachere 


(35 a) 


über. Für n = 2 finden wir als (einzige) positive Wurzel y = 3 


2 
t= = (4) . Über die Lage der übrigen Wurzeln dieser Gleichung 


(n > 2) orientieren wir uns raschestens an Hand nachstehender Figur. 
Wir haben hier die Kurve f(y) ein- 
gezeichnet und können unschwer ihre 
Schnittpunkte mit den Geraden 
4y 
99) =~ 
bestimmen. 

Wir erkennen, daß die (positiven) 
Wurzeln y, der Gl. (35a) fürn = 3,4,... 
mit wachsendem n monoton gegen den 
Wert y,, = 0,825 konvergieren. Kehren 


wir zu x=4,° zurück, so bleibt x, ,* 0,825 
obere Grenze, während die untere bei 


Fig. 3 


liegt. Die Wurzeln z, (n = 3,4, ...) 
liegen dazwischen und gehen monoton nach x, 

Wir finden damit das in $ 1 Gesagte [vgl. die Formeln (3) 
und (4)] zunächst rein qualitativ bestätigt. Größeren Energie- 
differenzen W,, entsprechen größere x,, also bei fester Frequenz 
auch größere Streuwinkel. Günstigste Versuchsbedingungen 
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liegen sonach vor, wenn Beobachtungsrichtung und einfallende 
Frequenz so aufeinander abgestimmt sind, daß gerade 7,’ = x, 
[unter x, die Wurzeln von (35) verstanden]. Aus letzterer 
Bedingung erhalten wir für n = 00, Jo = 0,825 bzw.n = 2, 


= 4 aus (33a). 


| esinz ~ 70,825 57 = 0,908 


2 
(6) | 822. 
& Se 


Kine Gegeniiberstellung von Formel (36) mit (4) zeigt, 
daß beide Bedingungen wesentlich dieselben sind und sich 
nur in den Zahlenfaktoren unterscheiden. Der Unterschied 
beträgt etwa 10°/,. Und zwar liefert unsere wellenmechanische 
Rechnung bei gleichem @ kleinere Streuwinkel. Dieses Vor- 
eilen des Intensitätsmaximums hat seine Ursache offenbar in 
der Bindung des Elektrons an den Kern und der dadurch 
herbeigeführten Impulsverteilung. Wir bemerken noch, daß 
der Faktor 1 + cos?%, von dem bisher abgesehen wurde, für 


Streuwinkel # < = das Maximum etwas weiter nach kleineren, 


dagegen fiir Winkel # > 7 nach größeren Winkeln verschiebt. 
Wir setzen in (23) fürn=1 und n = 2 den zun=2 
gehörigen) optimalen Wert 7, = + ein und finden als Ver- 


hältnis der Intensitäten der ersten Ramanlinie zur un- 
verschobenen Linie für dasselbe q den ungefähren Wert 1/5. 
Bemerkenswert an diesem Ergebnis ist, daß die Intensität 
der ersten Ramanlinie neben der der unmodifizierten Linie 
durchaus nicht, wie man bisher wohl annahm, vernachlässigt 
werden kann, daß vielmehr in einem gewissen Winkelbereich 
ein ganz beachtlicher Anteil der Streustrahlung auf dieselbe 
übergeht. Wegen des Faktors 1/n* nehmen die Intensitäten 
der übrigen Linien des diskontinuierlichen Spektrums er- 
wartungsgemäß mit n—> oo rasch gegen Null ab. In Fig. 4a 
sind die mit n* multiplizierten Intensitäten, das sind (vgl. den 
Schluß von § 3) die Dichten, in Abhängigkeit von q, aufgetragen, 
und zwar für die unverschobene Linie (n = 1), für die ersten 
beiden Ramanlinien (n = 2,3), sowie für den Grenzfall n = oo. 
Man erkennt gut die Verschiebung der Maxima nach größeren 
q-Werten bzw. größeren Winkeln und bemerkt weiter, daß für 
gleiche q die Dichten der einzelnen diskreten Linien im Mittel 
etwa konstant sind. 
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Will man der Fig. 4a bei festem wm die Abhängigkeit 
von sin entnehmen, so ist zu aa: daß nach (33) 


2 
(37) — sq,= (+0) 20 
J 
@ 


Fig. 4a. Intensitätsdichten, d.h. Fig. 4b. a = Rayleighsche 
mit n® multiplizierte Intensitäten Streuintensität, b = gesamte 
anintensität 


In diesem Intervall stellen die Kurven die gewünschte Ab- 
hängigkeit dar. Für kleine » reicht dieses gar nicht bis an 
den Ort 7, des Maximums heran. Dazu ist nötig, daß (Z = 1) 


(37a) > 70,825; o>2,58-10%, 2<7,3 AE. 


Diese Grenze w = 2,58 - 101% soll nicht wesentlich unter- 
schritten werden, weil die Intensität für kleinere w ziemlich 
rasch abnimmt. Immerhin geht aus Fig. 4a deutlich hervor, 
daß die erwähnten Maxima wenig scharf sind, daß also die 
Linien des diskontinuierlichen Spektrums über einen größeren 
Winkelbereich mit merklich von Null verschiedener Intensität 
gestreut werden. Für Wellenlängen 4 < 7,3 AE wird zufolge 
(37) und (37a) für jede unserer diskreten Linien größtmögliche 
Intensität unter einem noch von m und wm abhängigen 
Winkel # (n,@)>0O zu beobachten sein. Für alle diese 
Wellenlängen ist die Maximalintensität gegeben durch 

2 
(38) 
Hier ist C, für festes n konstant und wird erhalten, wenn 
man in Formel (23) q, = 7, einträgt. Die größte überhaupt 
mögliche Ramanintensität würde also für $ (n, w) = a und 
1 ~ 7,3 AE zu beobachten sein. 

Wir haben bisher die Frage nach dem Verhältnis der 
gesamten in das diskrete Spektrum eingehenden Intensität 
zur Intensität der kohärenten Streuung nur gestreift. Um zu 
einer Abschätzung zu gelangen, können wir in folgender Weise 
vorgehen. Die Fig. 4a legt es nahe, wegen der fast gleichen 
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Form sämtlicher für die Ramanlinien gezeichneten Kurven 
als Vertreter die Linie n= 2, die ja den weitaus stärksten 
Beitrag liefert, herauszustellen und die Aufsummierung einfach 
an den Faktoren 1/n* vorzunehmen. Der Fehler, der damit 
begangen wird, ist sicher gering. Wir ersetzen in J, [Formel (23)] 


den Faktor 5 _ + durch die Summe 


1 1 
1. 
n=2 n=1 

Die Summe (Riemannsche Zetafunktion fiir das Argument 3) 
hat den Wert!) ¢(3) = 1,202. Wir haben somit für die Ge- 
samtintensität (@ w’) 

2. 18 2 2 2 2 
(39) J = 0,202. (+5) 

(1+ 52) 

Aus Fig. 4a liest man ab, daß (39) im aufsteigenden Teil der 
Kurven etwas zu große, im absteigenden dagegen zu kleine 
Werte liefert. In Fig. 4b sind die Rayleighsche und die ge- 
samte Ramansche Streustrahlung eingezeichnet. 

Wenden wir uns nun noch dem allgemeinen Fall (22) zu 
und betrachten wir zunächst die Intensitätsverteilung für den 
Grenzfall ZZ’. Wegen des Faktors (Z’/Z)® geht die Inten- 
sität gegen Null. Lassen wir diesen beiseite, so folgt nach 
Ausführung des Grenzübergangs Z’/Z->0 an Formel (22) 
(40) 

Dies würde also besagen, daß die Intensität sich gleichzeitig 
auf kleine Werte von q, d.h. auf kleine Winkel zusammenzieht. 
Indessen müssen wir vorsichtig sein, wenn wir aus Gl. (22) Folge- 
rungen ziehen und müssen daran denken, daß unsere Rechnung 
nur für schwache Bindung beanspruchen kann ein richtiges 
Resultat zu liefern. Von schwacher Bindung kann aber nicht 
die Rede sein, wenn wir, was eben geschehen ist, den Grenzfall 
Z-» oo(Z#=1!) betrachten. Entnehmen wir unserer Rechnung 
daher auch nur die Tendenz, daß mit wachsender Kernladungs- 
zahl, also mit wachsender Bindung in der K-Schale, das Inten- 
sitätsmaximum gegenüber Formel (23) sich mehr und mehr nach 
vorne verlagern wird. In Fig. 5 kommt dieser Sachverhalt gut 
zum Ausdruck. Wir haben dort die Kurve für n = 2 mit ver- 
schiedenen Werten des Abschirmungsverhältnisses Z’/Z ge- 
zeichnet, nämlich für 5 = I = = und zum besseren Ver- 


1) Vgl. Jahnke-Emde, Funktionentafeln S. 323, 2. Aufl. (1933). 
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gleich auch noch einmal mit 7 =1 (Fig. 4a). Die Figur 


veranschaulicht ferner die Abnahme der Intensitäten mit (Z’/Z). 
Doch geht dieser Abfall nicht so schnell vonstatten, als es der 
dritten Potenz des Abschirmungsverhältnisses entsprechen würde. 
Schuld daran ist das mit 


(1—nr) multiplizierte Kor- 
: rektionsglied, durch welches 
’ sich Formel (22) von (23) 


unterscheidet. Dem entspricht 
es auch, daß die Intensität 
für kleine Werte von q jetzt 
2 sogar größer ist, wie ein Blick 
9-n% auf die Figur zeigt. Den Fak- 
Fig.5. Die Linie n = 2 für ver- tor (Z'/2) hatte auch Car- 
schiedene Werte des Abschirmungs- „.]]j bei seinen Rechnungen 
verhältnisses Z’/Z gezeichnet 
gefunden und daraus den 
Schluß gezogen, daß Ramaneffekt nur bei Elementen vom Anfang 
des periodischen Systems erwartet werden darf. Dieser Folgerung 
liegt die Annahme zugrunde, daß Ramaneffekt durch Ionisierung 
der K-Schale hervorgerufen werde. Für die Anregung von 
Elektronen optischer Niveaus, die ja auch denkbar wäre, gilt 
sie nicht in vollem Umfang. Wir wollen daher unser Resultat 
dahin interpretieren, daß nur bei den leichtesten Elementen die 
K-Schale einen merklichen Beitrag zum Ramaneffekt liefern 
kann, d.h. daß in der Regel ein größerer Abstand zwischen 
Ramanlinie und unverschobener Linie — entsprechend der 
größeren Termdifferenz zwischen Anfangs- und Endzustand — 
durch einen Intensitätsverlust erkauft werden müßte. 


Wollen wir unsere mit Wasserstoffeigenfunktionen erhaltenen 
Resultate verallgemeinern, so können wir zusammenfassend 
sagen: Ramaneffekt im Röntgengebiet tritt nur in einem be- 
stimmten Winkelbereich (mit maximaler Intensität) auf. Dessen 
Lage kann schon auf Grund der in § 1 durchgeführten Uber- 
legungen aus der Frequenz » des ankommenden Röntgenlichts 
und der Termdifferenz W,,,, welcher die Linie ihre Entstehung 
verdankt, wenigstens ungefähr vorausbestimmt werden. Die 
wellenmechanische Rechnung an Wasserstoff ergab um etwa 
10°/, kleinere Werte. Wir knüpfen daran die Erwartung, daß 
sich der Einfluß der Bindung gegenüber den aus jener korpus- 
kularen Überschlagsrechnung ermittelten Streuwinkeln ganz all- 
gemein in einem Voreilen der Intensitätsmaxima in Richtung 
der einfallenden Welle äußern wird. Die begangenen Ver- 
nachlässigungen sollten daran nichts ändern. 
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Was die Beobachtbarkeit der Linien unseres diskontinuier- 
lichen Spektrums anlangt, so wissen wir jetzt, daß die Schwie- 
rigkeit nicht in zu geringen Intensitäten, sondern einzig in der 
geringen Aufspaltung liegt. Am ehesten würde sich (wir sprechen 
wieder von Wasserstoff, der sich aber natürlich für die 
Beobachtung nicht eignet) die erste Ramanlinie trennen lassen, 
die neben einer beträchtlichen Intensität auch die stärkste 
Aufspaltung von den beiden benachbarten, nämlich der un- 
verschobenen und der zweiten Ramanlinie besitzt. Ihre An- 
wesenheit sollte sich zumindest in einer Verbreiterung der Ray- 
leighschen Streulinie in Richtung größerer Wellenlängen ver- 
raten gegenüber der direkt, d. h. ohne vorhergehende Streuung, 
spektroskopierten. Nach allem, was wir über das Verhalten 
der Intensitätsdichten festgestellt haben, müßte für große n 
die photographische Platte eine gleichmäßige Schwärzung an 
den Stellen unseres Ramanbereiches aufweisen. Zwar ist die 
oben besprochene Vorzugsrichtung für jede Ramanlinie eine 
andere, doch liegt ihre Gesamtheit im Falle des Wasserstoffs 
so dicht beisammen und der zugehörige Winkelbereich ist so 
breit, daß sich an dem Gesagten solange nichts ändern wird, als 
die auftretenden Energiedifferenzen nicht erheblich größer sind 
wie bei Wasserstoff. Zur Beobachtung eignen sich nur leichte 
Elemente, da sonst die Intensitäten zu gering ausfallen würden. 


B. Kontinuierliches Spektrum 
Den Zusammenhang zwischen ©’ und k stellt, wie wir 
wissen, der Energiesatz 


2 
41) ko = = 


her. Formel (30) lehrt, daß die Intensitätsdichte für kleine w’ 
somit wegen (41) für große k rasch gegen Null geht. Die 
Winkelabhängigkeit steckt genau wie beim Ramanspektrum in 
der Variabeln q, die zwar selbst wieder von w’ abhängt, aber 
in der Gegend der eigentlichen Comptonlinie ohne merklichen 
Fehler als konstant angesehen werden darf. Die Form des 
Nenners läßt außerdem erkennen, daß — bei fest zu denken- 
dem q — die größte Dichte ganz in der Nähe von k = q liegt. 
Wie wir schon im Anschluß an Formel (27) betont haben, be- 


deutet k ae scharfe Erfüllung des Impulssatzes im Grenzfall 
des freien Elektrons. Der Einfluß der Bindung äußert sich 
darin, daß diese Bedingung beim schwach gebundenen Elektron 
in Schärfe nicht mehr erfüllt ist, daß vielmehr das Maximum 
etwas nach kleineren k-Werten, also näher an die unverschobene 
Linie, gerückt ist. Das muß so sein, da sonst eine um die Breite 
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des diskontinuierlichen Spektrums zu große Verschiebung der 
Comptonlinie entgegen der Erfahrung herauskommen müßte, 
Einen Hinweis, wie wir jetzt vorzugehen haben, um den 
Impulssatz in Ordnung zu bringen, gibt uns Formel (41), 
Fassen wir nämlich die ganze rechtsstehende Energie als 
kinetische Energie des Rückstoßelektrons unmittelbar nach 
dem Stoß auf, so entnehmen wir für den Impuls des Elektrons 


den Betrag 
RZ 


und haben diesen gleichzusetzen dem vom Lichtquant ab- 
gegebenen Impuls hZq/a. Dies liefert sofort 


und wenn wir das Verhältnis w'/w abkürzend mit w be. 
zeichnen wegen Bestehens von (33) und (41) 


2.008 9) w— (2-7) =(. 


Wir beschränken uns darauf, die Gültigkeit dieses Ansatzes 

att, im speziellen Fall der 

Fig. 6 nachzuweisen, 

| \ In dieser ist die ge- 

iN strichelte Kurve nach 

ae Formel (30) gezeich- 

|_,, net, und zwar für die 

0% 07 08 099 7~@ Wellenlänge A=1ÄE, 
den Streuwinkel 


= und Z=1. 
t= Z=1) nach (42). Die gestrichelte 
Kurve ist nach der exakten Formel (30) D Setzen ees diese 
gezeichnet aten in die letzte 
Gleichung ein, so er- 
gibt sich als Ort des Maximums der Comptonlinie w = 0,976 
in Ubereinstimmung mit der Zeichnung. 

Um jedoch zu einer handlichen Formel fiir die Form der 
Comptonlinie zu gelangen, setzen wir in (30) näherungsweise 
k=q+4k und dividieren den so entstehenden Ausdruck 
durch den Wert an der Stelle k=g. Mit einigen Vernach- 
lässigungen kommt dann die einfache Formel!) 

(42) = [14 (4K. 


max 


Fig. 6. Form der Comptonlinie (i = 1 AE, 


4 


1) Hiernach ist die in der schönen experimentellen Arbeit von 


E. O0. Wollan, Phys. Ztschr. 35. S. 353. 1934 angegebene theoretische . 


Formel (1 + sin‘ (a sin g))~' zu korrigieren. 
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In Fig. 6 ist die ausgezogene Kurve nach dieser Näherungs- 
formel gezeichnet. Die Ordinaten in den Maxima sind, wie 
man sieht, für beide Kurven gleich groß gewählt; die Form 
ist beide Male dieselbe. Formel (42) liefert das Maximum 
selbstverständlich fürk = q. Aus der Zeichnung ersehen wir auch 
die Breite des Spektralbereichs, in welchen unsere Ramanlinien 
fallen. Die geringe Breite desselben im Verhältnis zur Ver- 
schiebung und Breite der Comptonlinie springt in die Augen, 
darf uns aber nicht darüber täuschen, daß bei einem kleineren 
Wert von w und damit auch von q die relative Breite des 
Ramanbereichs stark anwächst. Es gilt — 4q ist für eine be- 
stimmte diskrete Linie fest — 
die Verschiebung AA, und diese ist um so größer, je größer die 
Wellenlänge 4, während die Verschiebung der Comptonlinie von 
der Wellenlänge unabhängig ist. Und nicht nur die Breite des 
Spektralbereichs wird größer, auch die Intensitätsdichte an der 
Ionisationsgrenze wächst stark an. 

Zur Bestimmung der Halbwertsbreite der Comptonlinie 
bilden wir nach (41) zunächst 


2W,Z’kAk, 
wobei wir unter 4@’ den Frequenzabstand einer Stelle © vom 


Schwerpunkt der Comptonlinie verstehen wollen. Ersetzen wir 
hierin k näherungsweise durch q, so finden wir gemäß (33a) 


f 2 
2 E, 


. Gemessen wird 


- — 8 
@ h cZ 
Andrerseits erhalten wir aus der Bedingung fiir die Halb- 
wertsbreite 


a 
— 4k sin x 


4 
= (1+ = > 


4 
den Wert 


tia 
Gk = +051. 


Fiir die Halbwertsbreite in der Skala der Frequenzen bzw. in 
der Skala der Wellenlängen ergibt sich somit 


= sin $ 
(43) 
| x 568. E, sin > = I 


Die letzte Formel zeigt die Zunahme der Linienbreite mit 
dem Beobachtungswinkel und der Wellenlänge Sie läßt 
ferner erkennen, daß die Comptonlinie um so verwaschener 
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wird, je größer die effektive Kernladungszahl Z ist. Das be- 
deutet, daß für die Comptonstreuung nur die lose gebundenen 
Elektronen der äußeren Schalen in Betracht kommen, für 
welche die Bindungsenergie nicht proportional der Ordnungs- 
zahl ansteigt. Die Elektronen der inneren Schalen ergeben 
keine eigentliche Comptonlinie, sie tragen höchstens zum 
kontinuierlichen Untergrund, sowie zur unverschobenen Linie bei. 

Wir haben damit ein Resultat gewonnen, welches zum 
* Teil schon Wentzel?) gefunden und welches Du Mond?) auf 
Grund seiner Auffassung des Comptoneffekts als Dopplereffekt 
durch ganz elementare Rechnungen erhalten hatte. In lang- 
jährigen Versuchsreihen konnte Du Mond mit Graphit als 
Streukörper die Abhängigkeit der Linienbreite von A und # 
schön bestätigen. Der Unterschied zwischen (44) und der 
Du Mondschen Formel 44 ~ 4 sin + besteht in dem Fak- 
tor 568 W,Z/E,, der die Bindungsenergie enthält. Uber den 
Einfluß derselben geben die Versuche Du Monds keinen Auf- 
schluß, da sie sämtlich mit Graphit als Streukörper an- 
gestellt wurden. 

Anhang 
A. Matrixelemente im diskontinuierlichen Spektrum 
Wir erkennen sofort, daß für die Matrixelemente 


das Auswahlprinzip 4m=0 gilt, da (7, x) =qrcosy=gqx (vgl. 
S.96) nicht von g abhängt. Wir setzen m = 0 und erhalten zu- 


folge (16) und (18) nach Ausführung der Integration über p mit t = 3- 


= 2nN,,, N, 
0 


000, Ny 0 Ny Ng 0 


(I) 


Die Laguerreschen Polynome L,, (x) lassen sich durch eine er- 
zeugende Funktion darstellen®). Es ist 


e 1-t 
(II) L,, (2) = | — | 
y ot" 1-t 


1) G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 43. S. 1. 1927. 
2) J. W. Du Mond, Rev. of Mod. Phys. 5. S. 1. 1933. 
‘ 3) Vgl. Courant- ‘Hilbert, Methoden der Math. Physik 1. 
. 78. 1924. 
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Gehen wir damit in (I), so kommt mit der Abkürzung o = 1 +1 
om 


00,% 2 000 MyM, 0 


1-9 


Der unbequeme Faktor (£{ + 7) unter dem Integral läßt sich durch eine 
partielle Differentiation nach o ersetzen. Wir integrieren sogleich 
über £ und 7 und haben dann 


8 
(IV) ’ 2 


| 


Die partiellen Differentiationen nach ¢ und s und nachheriges Null- 
setzen der beiden Parameter ergeben 


n. Ne 
Me =- 4an!n,!N,, 8 


Differenzieren wir noch nach o und fassen wir zusammen, so folgt unter 
Beachtung von (20) Formel (21) des Textes. 


000,017, 0 


B. Matrixelemente im kontinuierlichen Spektrum 
Man gehe aus von der a ) 


co 
Lüky) = Viky v) dv. 
Mit den Abkiirzungen 
(Il) e=2Vikorsin o=2Yikon cos 
ergibt sich 


2Vikvy’ = Vo? +0? — 290 cos (g’ —@). 
Diese Gestalt des Arguments der Besselschen Funktion erlaubt die 
Anwendung des Additionstheorems 


+ 00 
(II) J,(2Vikvy’) = Ji, 
v=-— co 
Tragen wir (I) und (III) in (15) ein, so haben wir 
co co 22 


= N, N: 
J 


mi 
(IV) fee Jy, @F,y) @) 


y=-— oo 
dtdndg. 
1) Vgl. A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. [5] 11. S. 257. 1931. 
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Schreiben wir abkürzend p=1-ik so läßt sich wieder der Fal 

tor (¢+ m) im Integranden durch eine partielle Differentiation nach 

ersetzen. Wir erhalten unter Benutzung der Formel ') 


m f Vz) dx = — 
nach Integration über g, ¢ und 7 


( 2ikv sin? 
co 


p+ig 


2ikv cos* 


p—iq- 
p-ig 
Nach Anwendung der bekannten Eulerschen Integralformel *) 


dv. 


kommt 


dp (p?+q?+2ik(p+ig cos y’))”** 
q(q — k cos w’ — i cos y’) 
cos (1 — + 21k) 
Das ist Formel (26) des Textes. : 


(VII) ; 


| = 162 N, N, 


Meinem verehrten Lehrer, Herrn Geheimrat Prot 
Dr. A. Sommerfeld, der mir für vorliegende Arbeit ei 
Manuskript zu der in Vorbereitung befindlichen Neuauflag@ 
des Wellenmechanischen Ergänzungsbands zur Verfügung 
stellte, sage ich an dieser Stelle für sein stetes Interesse a 
der Arbeit und für manch fördernden Rat meinen auß 
richtigen Dank. 


1) A. Sommerfeld, a.a. O. 
2) Vgl. N. Nielsen, Handb. d. Theorie d. Gammafunktioneg 
151. Leipzig 1906. 


München, Institut für theoretische Physik. 


(Eingegangen 21. August 1934) 
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Atomtheorie und Atombau 


Von Dr. Karl Rast, Chemiker der |.-G. Farbenindustrie, Lever- 
kusen I.-G.-Werk. 138 Seiten mit 28 Abbildungen im Text. 
1934. 8°. Steif brosch. RM. 6.60 


Oft fehlt mathematische Vorbildung und Geduld, in die im Laufe der letzten Jahre recht 
kompliziert gewordene Atomtheorie tiefer einzudringen. Hier hilft der Verfasser, der in 
seinem Buch zunächst besonders eingehend die Grundlagen behandelt und dann eine Dar- 
stellung dieser wichtigen Fragen gibt, die leicht verständlich ist. 

Für jeden naturwissenschaftlich Interessierten, vor allem für Physiker, Chemiker, Tech- 
niker usw. ist das Werk ein ausgezeichneter, bequemer Führer. 


Einführung 
in die moderne Atomphysik 


In allgemeinverständlicher Darstellung von Dr. Arthur March, 
Professor für theoretische Physik an der Universität Innsbruck. 
IV, 115 Seiten mit 34 Abbildungen im Text. 1933. gr.8°. 

Steif brosch. RM. 6.— 


Deutsche Literaturzeitung: Die vorliegende Arbeit kann als der erste ernsthafte Versuch 
gelten, die neuen, allem Bisherigen fremden Gedankenwelten ohne mathematische Hilfs- 
mittel einem weiteren Kreis verständlich zu machen, und es muß anerkannt werden, daß 
die Lösung dieser Aufgabe in erstaunlichem Maße gelungen ist, so daß bei der außerordent- 
lichen Bedeutung, die der neuesten Physik auch in weltanschaulicher Beziehung zukommt, 
das Buch eine wichtige Rolle im geistigen Leben der Gegenwart spielen kann. Das Buch 
M.s gibt einen überwältigenden Eindruck von dem Erfolg der physikalischen Arbeit des 
letzten Jahrzehnts. Es wird dem Bedürfnis weiter Kreise entsprechen und sei daher warm 
empfohlen. Paul Kirchberger. 


Der Bau der Atome 
und das periodische System 


Von Dr. I. Koppel, Professsor an der Universität Berlin. 
VI, 174 Seiten mit 47 Abbildungen im Text und auf 4 Tafeln. 
1927. gr. 8". V RM. 8.10, geb. RM. 9.45 


Die Naturwissenschaften: In angenehmem und klarem Stil geschrieben, gibt das Büchlein 
eine Übersicht über die Grundtatsachen der modernen Atomvorstellung und endet mit einer 
Besprechung der Bohrschen Theorie des periodischen Systems an der Hand der bekannten 
Bohrschen und Stoner-Main-Smithschen Tabelle. Man darf wohl sagen, daß es dem Verfasser 
gelungen ist, den Chemikern einen Einblick darin zu geben, wie die theoretische Physik, 
sich stützend auf rein physikalische Versuche und Überlegungen, zu einem gewissen Ver- 
ständnis der chemischen Grundtatsachen und der im periodischen System dargelegten Klassi- 
fizierung der chemischen Grundstoffe vorgedrungen ist. H.A. Kramers, Utrecht. 


Das mit V bezeichnete Werk erschien in der Verlagsabteilung Leopold Voss 
Verlangen Sie bitte mein Fachverzeichnis ,,Naturwissenschaften” 


Die Werke können durch jede Buchhandlung bezogen werden 


JOHANN AMBROSIUS BARTH ‚ VERLAG , LEIPZIG 


2 


IV Annalen der Physik, Band 21, Heft 1. 1934 


Die Grundlagen 
der Quantenmechanik 


Von Dr. Arthur March, Professor für theoretische Physik an der 
Universität Innsbruck. 2., vollkommen umgearbeitete Auflage von 
„Theorie der Strahlung und der Quanten” (1919). Vill, 293 Seiten 
mit 6 Figuren im Text. 1931. gr.8°. RM. 21.60, geb. RM. 23.40 


Zeitschrift des Vereins deutscher ingenieure: Man darf wohl sagen, daß es bisher kein Buch gab, 
das man dem Anfänger in der Quantenmechanik ohne Einschränkung empfehlen konnte. 
Das Buch von March ist das erste, das ich kennenlernte, in dem der Verfasser in aus- 
reichendem Maße mit den Schwierigkeiten rechnet, die der Leser finden wird, und in dem 
er ihnen zu begegnen sucht. Mit Vorsicht und großer Ausführlichkeit werden die mathe- 
matischen Hilfsmittel bereitgestellt, deren sich die Quantenmechanik bedient, und die Be- 
griffe erklärt, die den Gegenstand der Theorie bilden. N 


| 


Einführung in die Theorie 
der Wellengleichung 


Von Prof. Dr. Harry Schmidt, Köthen und Leipzig. VI, 146 Seiten 

mit 16 Figuren im Text. 1931. gr. 8°. RM. 10.53 
Physikalische Zeitschrift: Der Physiker und Techniker wird das Buch mit Nutzen zu Rate 
ziehen, wenn er sich über die Möglichkeiten zur vollständigen Lösung eines der vielen hier 
sehr eingehend behandelten Schwingungsprobleme unterrichten will. R. Seeliger. 
Zeitung des Vereins Deutscher Eisenbahnverwaltungen: Der Verfasser hat die glückliche Gabe, 
den spröden Stoff bei aller wissenschaftlichen Strenge lebendig und klar darzustellen und 
das Studium der wichtigen Schwingungsprobleme dadurch wesentlich zu erleichtern. 


Abhandlungen 
zur Wellenmechanik 


Von Dr. Erwin Schrödinger, o. Professor der Physik an der 
Universität Berlin. 2., vermehrte Auflage. X, 198 Seiten mi! 
14 Figuren im Text. 1928. 8°. RM. 6.12, geb. RM. 7.47 


Physikalische Zeitschrift: Die in kurzer Zeit berühmt gewordenen Abhandlungen des eigent- 
lichen Begründers der Wellenmechanik erscheinen hier in chronologischer Reihenfolge, zu 
einem Bande vereinigt. Diese Arbeiten geben ein klar umrissenes Bild über diejenige Rich- 
tung in der neuesten Entwicklung der Quantentheorie, die den klassischen Vorstellungen 
am meisten entgegenkommt und die am meisten vermuten läßt, daß man die Quanten- 
phänomene möglicherweise doch auf Grund feldtheoretischer Anschauungen wird beherrschen 
können. 3 Lanczos. 


Die Werke können durch jede Buchhandlung bezogen werden 


Verlangen Sie bitte mein Fachverzeichnis ,, Naturwissenschaften’’ 


JOHANN AMBROSIUS BARTH VERLAG, LEIPZIG 
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